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P1.-

Tres partículas de masa m están en los vértices de un rectángulo de a → b, formado por varas
ideales de masa despreciable. El cuarto vértice está fijo a un punto P (ver Figura). El rectángulo
puede girar en torno a un eje que pasa por P y es perpendicular a la figura. Considere que a =

↑
3b.

a) Usando torque y momentum angular calcule la ecuación de movimiento para el ángulo con
respecto a la vertical ω (en la figura es ε)

b) Usando a) calcule el punto de equilibrio del sistema

c) Usando aproximación en serie de Taylor encuentre la frecuencia de pequeñas oscilaciones en
torno al punto de equilibrio

Auxiliar 20 1



P2.- Control 2 2023

Considere dos masas m sostenidas por una varilla rígida (sin masa) de largo L que puede girar
en torno a un eje (punto O) ubicado sobre el suelo (ver figura). Las masas están a distancias R y L
del origen O, respectivamente. La primera masa permanece conectada al suelo mediante un resorte
de constante elástica k y largo natural D < Rϑ/2, confinado al borde de un disco de radio R cuyo
centro coincide con el eje de giro de la varilla.

a) Calcule el momentum angular total del sistema con respecto al eje de rotación

b) Calcule el torque total del sistema con respecto al eje de rotación

c) Obtenga la ecuación de movimiento para el ángulo ω

d) Determine la fuerza que el eje O ejerce sobre la varilla en el instante inicial en que ω = ϑ/2 y
ω̇ = 0
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Formulario
Torque y momentum angular

Para un sistema con n partículas, tenemos la relación

ϖϱtot = dϖLtot
dt

,

donde
ϖϱtot =

n∑

i=1
ϖϱi ; ϖLtot =

n∑

i=1

ϖLi .

Las fórmulas de torque y momentum angular son:

ϖϱ = ϖr → ϖF ; ϖL = mϖr → ϖv ,

donde ϖF es la suma de todas las fuerzas ejercidas sobre la partícula de interés, ϖr es el vector
posición de la partícula, y ϖv la velocidad de la misma.

Sistema de partículas

Para un sistema de n-partículas se puede escribir un equivalente de la segunda Ley de Newton
para el caso de una sola partícula:

Mtot ϖ̈RCM =
∑

j

ϖF ext
j ,

donde
Mtot =

n∑

i=1
mi

es la masa total,
ϖRCM = 1

Mtot

n∑

i=1
miϖri

es la posición del centro de masas, y ϖF ext
j es la j-ésima fuerza externa actuando sobre el sistema.

Esta ecuación de movimiento es muy útil si es que nos faltan ecuaciones, o para calcular fuer-
zas de pivotes (que típicamente no aparecen cuando ocupamos la relación torque-momentum
angular.)
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Auxiliar 20
P1 n - Fo #

⑧

a) Queremos ocupar la relacion g ~ A

-
d[rot =+(1)

primero definamos las posiciones de
-

It
tot (

-

D 1

las particulas Utilizando el Sistema
dibujado, 1,,], tenemos 3

Dr = bj m

= bj - aq
unng

D = -aq

por lo que sus velocidades (derivando) son: mgsindglass
= ba L -

T

·
2

= ba + adj umg

↳= ag
Ahora, calculemos el momentum angular de cada particula ,

I ocupendo

[i = mirix
,
Mi = m Vi

[ =mbx(b) =mb

[ =m(b -ap)x (b +agj) = mbk +maq
[ = -ma(a) = mag

por lo que el mont . Ang. total seria

[or = 2m(a +b = d =2m(b

Nos faltaria calcular los torques F: sobre cada particula.



Para ocupar (1) solo consideramos fuerzas externas, que en este caso seria la fuerza
peso , que para las tres particulas se descompone como

mj= ngcos-mysing
Ocupando

Fet= X Elite

obtenemos

= bx(ngco-mysin)--mgbsink
= (b-)x(gos-mgsin) = -mybsing +ugacosk

d

= -x(go-mysin) = ngacok
asi que el torque externo total seria

Ftg(aco-bin
Reemplazando en (1)

do =Fr 2m(a+3 = Lig (acod-bind(
It

↳ + g (bsind-acosd) = 0 (2)
a+bi

b) Los puntosde equilibrio se dan donde la acceleracion es 0
,
asi que de (2) impone-

mos0 en do

bsind . -acosd. O

& .
= arctam() = arctom(r)=

3

donde usamnos a=Bb
.

Ahora consideraremos pequetas oscilaciones como

& (t) = b + Sact)
,

can 18411 Xt

Expandamos en Taylor el segundo termino de (2)
· cos(d=.+3)=do ( = co)-sindsd +O

~1-



· sin(d =d.
+3) = sin (d.

) + cos(d. ) 89 +@
-Ed

Reemplazando en (2)
,

con=
,
obtenemos

ji+9 (b( +1) -Bb(k-d)) = 0

+9
que es la ec.

de un M
.

A
.
S

.,
dondedentificamos la frecuencia deocilacion

w
=

= I
ab

↑



P2 2

a) Nos piden el momentum angular total ,
dade por·"rig

[ =Z. [ :

con 2 : el momentum angular de cada particula,

[i = M: :x: % V

vmg
Utilizando el Sist. Cilindrico de la figura ,

las posiciones son

> F
.

= R, = 15

asi quesus velocidades son :

=R .=La

y el momentum angular
[o= = m(R)x(R) +m(j) + (1) = m(r + 14k

G
b) Para el torque solo ocuparmos fuerzas externas a nuestro Sistema de 2 particulas M -

unidas por unavara. En este caso tenemos peso para ambas,

m = -mysind-mgco , I
L -

y adems tenemos el resorte actuado en la posicion de la particula 1

mig
Fr = -k(r-D)q

donde r = Rd. Importante que checkeen que el signo esta correcto. Enfonces el torque total se da por

For = Z
;Freque no es necessariamente la posicion de una particle

= (Rj)(-mgsind-mgcos) + (1)x(-mgsindj-mgcos) + (rj)x(-k(rd-DG)
=

-mg (R+2) co-kR(RD-D)E

c) La tem del Sistema esta dada por Fur
=dia/dt

, que seria

m(r+= -mg (R+1)co-kR(RD-D)E

o escrito escalarmente : m(R+14 = -mg(r + 1)cosd-kR(rd-D)()



d) La fuerzaque ejerce O sobre nuestro sistema no aparecio antes por que su brazo de palanca es nulo, por lo que su

contribution al torque tambien es nulo. Entonces
,
tenemos que hacer lo aparecer .

Para esto invocamos segunda Ley de

Newton para un sist
.
de particulas :

Micr=E

donde al RHS deberia aparecer la fuerza del pivote Fu.

Lamasa total seria simplemente Mar=Zim :
= 2m, mientras que la posicion del CM

Ren =
1 Zimiri
=

1 (MRY +mh)=RtyMost

entences succeleracion es

=
Las fuerzas externas seria las ya mencionadas , pero incluyendo Fu = Fo + Fop

= [F = -Zigsin-Ligcos-k(Rd-D + Fo +Fo

Juntando todo

-m(R+) + m(r+) = -Zigsin-Ligcos-k(Rd-D + Fo +Fo

que traducido a ec . escalares

j) - m(R+) = -Zangsing For

qlm(R+1) = -Ligcosd-k(Rd-D) + Fod

De aqui podemos obtener expressiones de For y For en funcion de d
, d, asi que usando (1)

Fa (d,) = - m(R+1) + 2mgsing

Fod(d) =

-R (-mg(R)cod-kR(rd-D)mgod + kr -

que evaluando con=2 y d
= 0

Fa (+2
,
0 = Long

Fop (n2) = - (R+LIKR (RH2-D) + k(R2-D)
R+ 12


