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Considere una caja de base rectangular (lados 2l y 4ly) que rota con velocidad angular
constante {2y respecto de un eje vertical (la base de la caja estd en posicién horizontal) que
pasa por su vértice A, como muestra la figura. Por el interior de la caja una particula de
masa m se mueve con roce despreciable, atada a un resorte ideal de constante elastica k y
largo natural [y, cuyo otro extremo esta fijo al vértice B.

(a) Determine la velocidad angular de la caja €y tal que la particula tenga un punto de
equilibrio estable en el punto D, ubicado en el punto medio entre los vértices By C.
En este caso, determine la frecuencia de las pequenas oscilaciones en torno a D.

(b) Sila particula es liberada desde el reposo (relativo a la caja) en el vértice C', determine a
qué distancia de B ella se separa de la pared BC' (considere para ) el valor determinado

en (a)).

Figura 1: Pregunta 1
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Un canal circunferencial de radio a contenido en un plano vertical gira en torno a un eje
fijo con velocidad angular w. La rotacién es tal que el centro de la circunferencia describe,
en su giro, una circunferencia de radio R, y ademas el plano de rotacién es paralelo al eje de
rotacion. Una particula de masa m puede deslizar sin roce dentro del canal circunferencial
de radio a, tal como se muestra en la siguiente figura:

(a) Obtenga la ecuaciéon de movimiento para el angulo 6 que la particula describe dentro
del canal circunferencial.

(b) Encuentre los puntos de equilibrio relativo de la particula.

(c) Discuta la estabilidad de estos puntos de equilibrio, y encuentre la frecuencia de peque-
nas oscilaciones en torno a los puntos de equilibrio estable.

Figura 2: Pregunta 2

Formulario

Sistema de referencia no inercial

La ecuacién de movimiento para el SRNI S’ es

mr'= F — mR —mQx(Qx7)=2mQxr —mQxr
~—~— —~— —_———— e —
reales traslacional centrifuga Coriolis Euler

donde
e F es la suma de las fuerzas reales aplicadas sobre la particula.
* R vector que va desde el origen de S al origen de 5.
« O velocidad angular con la que giran los ejes cartesianos de S’ ¢/r a los de S.

» 7 vector que va desde el origen de S” hasta la particula.
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Considere una caja de base rectangular (lados 21y y 4ly) que rota con velocidad angular
constante €y respecto de un eje vertical (la base de la caja estd en posicién horizontal) que
pasa por su vértice A, como muestra la figura. Por el interior de la caja una particula de
masa m se mueve con roce despreciable, atada a un resorte ideal de constante elastica k y
largo natural [y, cuyo otro extremo esta fijo al vértice B.

(a) Determine la velocidad angular de la caja Qg tal que la particula tenga un punto de
equilibrio estable en el punto D, ubicado en el punto medio entre los vértices B 'y C.
En este caso, determine la frecuencia de las pequenas oscilaciones en torno a D.

(b) Sila particula es liberada desde el reposo (relativo a la caja) en el vértice C, determine a
qué distancia de B ella se separa de la pared BC' (considere para §)q el valor determinado

en (a)).

Queremos  oplicar lo.  févmula

- - =2 e' - =)

mir's F-wmR - (B3 F) - 2w # - ma xR

para ello , primero, definimos el origen O’ del nuevo sistema
de veferencia S

Noturdwente , el origen lo pode mas definiv en A, wmientras
gue ©' lo proponemos en el mismo A, sibo gue gira ch a

SI — {‘;Il JAII ',:\}
Ahora, colwnlomos todos los términos de lo ecwacion
Mri s F-mik -m (Bx7') -2m D = - mQ *P'
Ast , la posicion 7 de la pa.vt(culu clr o O e
P oxit's yp 2 Feoxieyy 5 Peoateyd

Los fuereas reales T peso, normales y eldstion.

-—

Pt - Mgk eNgt + Ny k' - kly-06) 5
La Posicao'u Rd O cha , en este caso es
= R:-K-0

Lo velocidad omaudar a que giva s elr o s, por enunciado
Q- 0k » 8H:0
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As, veewplozindolos en la ecuacion
M= mE T smy 3
Fe-mg K's Nyt + Ny k' - k(y-0)7'
wmR « 0
w2 (B2 7') = 0ok [.Qof:" (x3'+ y'j‘)] : WM l?x[xj'—yf'] : Ao (-xi-y]

2mQ xRz 2 ok x (%14 y3') = 2mRe(2j-y 1)

mis B-wR -mx(@x7) -2md < # - d i
© MEAi rmy ' = [— mg l:'+N,cf|+ M;-ltl-k(y-o‘,) 3']'[“\—(2:(-1-?'-)'3“)]‘[Zmno(i3'~yi")]
por componentes gueda

B wmEk o Ne+ mDEX +2m Aoy

3 wy =z -kly-0) smy + 2R %

£| 2 -mQ +Np

En eguilibrio F=F:0 , ademds, nos pide gue tal punto sea en D, esto es VYeg:= 200

i'l My = Ny + me +2mfo y 0 = Nx + W\-Q}'x

. 2
ﬂ my = -kly-0) +u4.Qazy + 2mNo % & 0 = -klo + 26w
£| 2 -mg + N O = -mg+ Ny

despejomos Qo de  (S)

ks = 206w 023 5 Qo:t[E

Pava. peqaeias oscilaciones ew (€) , definomos S"y= y-20 e dy-y
MSY 2 - k( Sy-l-loo—fo) + M z%‘(SyJ-Zoo) e W\Sy = 'k(Sy"Qo) +§(Sy +Zfo)
& sy+ 2
ytaady=o

=) Wo = 34
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Pare. ver en qué punto (xy) se sepava de lo pared , al ser 2inciguitas , mecesitamos 2 ecuaciones ,
usemas U) , (2)

MX = Nx + mQBX +2mfoy
my = -k(y-0) +M.Q§y F 2mRNo %
wmieatras la porticula no se despego. , % =280 » x=%:0
O = Ny + 2w +2mNoy
my = -k(y-0) nqﬂgy & wmy = (m0d-k)y+ ko
Quevemos imponer Ny =0 y obtener vy, pero descounocemos y . l'\ay gque sacarlo de (&) !

como parte de y=4lo , integromos de 4lo o y (%)

j;:a )'«i—;: dy S; [(M-Qoz-k)y + keo] dy
mS: jdy = [ 4 (mnd-K)y*+ kioy] l;

b

.- 3 (m0g-k) Y t kloy - 3 (wfe-K) 160S - 4 ki

M-zl)}z[

M9 s (e -k)(y2- 16062) + 2( kloy -4k 25')

y © '/rﬁ[(mn:-k)lyz- 16002) + 2( Koy -4k 25')]

reemplozomos en @) , imponiendo Ny =0

O« Nu+ o3 -2m 00 /L[ (m03-K)(y3- 16262) + 2( Kloy -4k )]

recordondo que Do = /z%n—

0 = 2t 2 [, [l - V(- 1008) 2 Klay 4k 8]

0= K- famk [E[-%02-1828)+ 2kloy - Bkis']

AN E TR R N O
Kpd = -5y by

0= )lz-‘l-foy+ﬂoz

2 2
#y=4loiw =M :!o(ZiE)

Finalmente , como la particula va de C o B , pasa primero por el y mayor.

ydbpejul = lo(zhﬁ')
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Un canal circunferencial de radio a contenido en un plano vertical gira en torno a un eje
fijo con velocidad angular w. La rotacion es tal que el centro de la circunferencia describe,
en su giro, una circunferencia de radio R, y ademas el plano de rotacion es paralelo al eje de
rotacion. Una particula de masa m puede deslizar sin roce dentro del canal circunferencial

de radio a, tal como se muestra en la siguiente figura:

(a) Obtenga la ecuacién de movimiento para el angulo 6 que la particula describe dentro

del canal circunferencial.

(b) Encuentre los puntos de equilibrio relativo de la particula.

(c) Discuta la estabilidad de estos puntos de equilibrio, y encuentre la frecuencia de peque-
nas oscilaciones en torno a los puntos de equilibrio estable.

Al igual que P , partimos definiendo S', gue
tendrs origen en el centro del canal circunferencial. —

Miewtros que 5 serd ew el eje vertical de givo.

Por convemiencio , usemos los sgtes boses :

s — {ﬁsﬁu}
Calculando los

terminos de la ecuocion

- e -
mri':s F-mR -wm (B27') -2mQ *# -mQ '

Rsicion 7' de la po.vt(culu cr o O

2! Ay -t

ap' = = aed

Los -Fv-erzo.s reo.les F

Ol

F= m3£'+ Npé' + Nk
La posicion Rde © cha
R: REF =

R:R?% =

Lo velocidad angular fol gue gira s elra s, por enunciado

-~

A Y
D= we =2 N:=0
Notemos gue temewos cosas ew y otros en S', asi
entre ellos N a
sl rs - k
W
\\e Al 2: -9' = —(siﬂe?\‘l'cose 9‘)

O

A a A )
A e 2= -x = -(cos0p -sinee)
x

=S 7' 086-abp

;R; = -REF = -Rw

al

© peso, normal (gue puede estar en Py k')

zl\

r

que debemos euncontrar uno relacion
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Reewplo.zdndolos en la ecuacion

- )

mi's w(086-ab'?)

F= m32'+ Np '+ Nak'= o

mg (cos8p' -sin® e') +Npf' + Nek

= (w\gcoseﬁMp)F'-us sind 8' + N;l:

P

wmR = m(- RS ?) = mRIE'
mﬁ*(!’i*?') = mng(ugmﬁ') = wmwia [' (60563‘~sin9 6') X(— (coseﬁ'-sine 6')XA']

wwia [-(case?‘- sind 6') x -sineﬁ}

A
wmwio [ -0s0s5ind 0' - sin?e ?']

2w wg x 000 = Zmuaé[- (coseﬁ' -sind 6') xs']
. AL
= -2mwo.© cose k

=

mi @' = O

Reemplazondo en lo. ecuacion
W= F-mR -wmx(8x7') -2md P - m
(285 a8t') = [(ugeass + ) §'- my 8 &' + N R ][R &' ] et [sosino &'+ snto
w(086-a8'p ) = [(mgeose +Np)p - mg sin 2 MRk |+wmuwio | @sosin sin’e p

0 Ay
+[2mwo.® cose k ]
Por componentes

ﬁ' -mad = mgcos © ¢+ Np + wmw’o sin’®
ﬂ wmab = - mg sin0 + mwio 0sBsING

A .

k] 0= Nz - mRw' 2uwa® cos ©

Lla ec. de wov pora © se obtiene de (2)

vAad = - "9 5in8 + wwlo s 0SNG &

6= -4sin0 + w'sing casd
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El pto de eg. se tiene en 0:6:0
= O =--2sin9 + wzsiv\e cas © & 0 = sind (w‘aose—-ﬁ-)

sind = O = B‘Q = kr kel
= si 0€[o,2r) =2 0,20 g, =

w"cose=%~ = O34 = tarccos (%a)

x Recordor gue owecos(-)  tiene dowiwio entre [-1,1) |, asi, O34 existe soo si
3
S © o

es decr , cuando el plano gra muy rdpido con respecto al qje vertical.

|
S
o€
Pava ver la estabilidad , podemos obtenerls denivando 32
g—g : %(-ésme + w'sin® oose)

-% 050 + wicosio - wisin’e

-%: 030 + Wcos(26)

Evoleando en los Ptos. de eq«ilibrio

6:=0 . i > 3 ©:0 inestable ¢
g_g(o)=-%wso+wzws(z'o) = w-3 S /: -

[~}
\si wd; =2 0,:0 estable )

O,= 1

(,,) -3 osme wWreos(en) - whd >0 = ewwn imestable :(

9
el‘l-: t arccos (m) |

Recordando gue arccose = cos'™@ y coseno es funcion par, osf que podemos calcular ambos

casos (1) a lo vez y ahorrar trbajo
g—g(t arccos (mgz)) =-3 ‘s(io.rccos(;a;)) + wlcos('-"-ZMCGOS(;?q))

[-S

- -2 (k) +ut [ 2ost(tarcos(ak)) -1 ]

- () + w2 () 1]

"

_wl

(_a )
T' g | _» S w>/§ = %(93#) <0 estable )
a(a'wl) = W (—-wl)(i +u)7') \ o0

si we[T = 33 (0s4)>0 inestable :(

m
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Pero del punto anterior sabewos gue Ss4 eusten solo cuando w2 /—E , es decir, W0 existen
cawando W ‘/g / lu.ego
O34 = o.rccos(maﬁ) es estable D (cuando existe )

¥ Notor gue si existe 6 estable , woexiste O34,

Finalmente , I frecuencia de peguedns oscilaciones podemos obtenerla de 2 formos

wo'= /2 - w?
Og4= E Qrccos (519;) |
ngl’: - 2_2\834 : -_“17'-(% 'wl)(% *wl)
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En el awx dije que en coso de escoger base para el sstewa imercial 5, lo que varia en el cdlculo era
que A serd O Esto es LNCORRECTO, porgue S ol givar </ a 5, necesaviawente hobri fuerza ceutri-
fuga (si?#0), por lo que flno puede ser O, imdependiente de la base gue escojpmos.

La difenencia enfre una bose w otra etd en gue cuawdo expresawos el vector R y buscamos
relacion ewtre S' y

Veomos el coso si en la B hubiera usado

C Miz F-wmk -m (BaF')-2m0 7 - m *F

=
"
R
Ly
+
~<
—,
4
S
"
R
-
4+
~
[

¥
SL
r:
-
+
~<
-

-—

Fmr = - wmg l‘<\'+N,¢f'+ N lt‘ - k(Y-Qo) n

R-0 = R:R-o0

A N
.6.= Qk = Q-0

En este o mos dio exactamente lo wmismo en R, y como lo. fisica wo depewde de lo bose de coordenadas,
> A
pare. gue wme de las wismas ec. de wov. de la forma outerior ( en ), naturalmente Q= Qok,
Ahora en vez de , Wsewmos
w mPrs F-mRk -wm “(5.*7‘“)-2M5. *#'-mﬁ.*f"'

-

oqy

x
L "] e mg2 o NpE' e Mo B

Llomewos 8 el gagulo entre R y t.

- A A
R= RR , on R: cos,&i‘+sinf53
/\ §= Ras@l + Rsing §
ﬁ. 'y\‘ - q AL - A
= R= -BRsing 1 + $Reosg ]
S R:-wiRus $ T-whRsin g

-~

A N
N= wk =5 Q=0
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Ahova , la relacion evtre y S

Qo

3 =y
Reemplozowos en R y A

R: -wRus ¢ i‘—w‘RsiV\;‘f

n

+ N‘R[ +0s*@ k'-sin®g E']

"

l\)zk £‘ = -sz?

<3 A A A, A
0= wk= -wlcs6p' -sin0 8') = w2

Vista. de aMLc\
N ‘i\: Sl.lﬂﬁi‘— “¢ ﬁ‘
\\\
DA peembfsinb
K y'
Visto. lotennl
s' A Y Ay X0
\\/é\ k = -xz-(cosep ~Si“90)
N\ () ;|
e b Al ’,\' : sineé“+cose 6‘
/7 S P
x

-w’R[cosf(se'v\;‘ y' - cosB k')t simp(-cosgy'-sing Q')]

"ego.mos exactowmente o [0 mismo! Asi gue , nuevamenle concluimos que fi#o , seo base cilndrica ©

cartesiana, para gue nos de el mismo wmir.
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