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P1.-
Considere una caja de base rectangular (lados 2l0 y 4l0) que rota con velocidad angular

constante Ω0 respecto de un eje vertical (la base de la caja está en posición horizontal) que
pasa por su vértice A, como muestra la figura. Por el interior de la caja una partícula de
masa m se mueve con roce despreciable, atada a un resorte ideal de constante elástica k y
largo natural l0, cuyo otro extremo está fijo al vértice B.

(a) Determine la velocidad angular de la caja Ω0 tal que la partícula tenga un punto de
equilibrio estable en el punto D, ubicado en el punto medio entre los vértices B y C.
En este caso, determine la frecuencia de las pequeñas oscilaciones en torno a D.

(b) Si la partícula es liberada desde el reposo (relativo a la caja) en el vértice C, determine a
qué distancia de B ella se separa de la pared BC (considere para Ω0 el valor determinado
en (a)).

Figura 1: Pregunta 1
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P2.-
Un canal circunferencial de radio a contenido en un plano vertical gira en torno a un eje

fijo con velocidad angular ω. La rotación es tal que el centro de la circunferencia describe,
en su giro, una circunferencia de radio R, y además el plano de rotación es paralelo al eje de
rotación. Una partícula de masa m puede deslizar sin roce dentro del canal circunferencial
de radio a, tal como se muestra en la siguiente figura:

(a) Obtenga la ecuación de movimiento para el ángulo θ que la partícula describe dentro
del canal circunferencial.

(b) Encuentre los puntos de equilibrio relativo de la partícula.

(c) Discuta la estabilidad de estos puntos de equilibrio, y encuentre la frecuencia de peque-
ñas oscilaciones en torno a los puntos de equilibrio estable.

Figura 2: Pregunta 2

Formulario
Sistema de referencia no inercial

La ecuación de movimiento para el SRNI S ′ es

m¨⃗r′ = F⃗︸︷︷︸
reales

− m
¨⃗
R︸︷︷︸

traslacional

− mΩ⃗ × (Ω⃗ × r⃗′)︸ ︷︷ ︸
centrífuga

− 2mΩ⃗ × ˙⃗r′︸ ︷︷ ︸
Coriolis

− m
˙⃗Ω × r⃗′︸ ︷︷ ︸
Euler

donde

• F⃗ es la suma de las fuerzas reales aplicadas sobre la partícula.

• R⃗ vector que va desde el origen de S al origen de S ′.

• Ω⃗ velocidad angular con la que giran los ejes cartesianos de S ′ c/r a los de S.

• r⃗′ vector que va desde el origen de S ′ hasta la partícula.

Auxiliar 17 2



Aux 17 : SRNI

Pi

Queremos aplicar la formula

mi = F-mi-mex(ex) - zmx-mÄxr

para ello, primero ,
definimos el origen

O' del nuevo sistema

de referencia S'.

Naturalmente, el origenO lo podemos definir en A
, mientras

M que O'lo proponemos en el mismo A
,

solo que giva cra S.

xY
12

I
-

a
>

s = (*,, )
40 0 s', Gi 5: i]o' O

Ahora, calculamos todos los términos de la ecuación

mi = F-mi-mex(ex) - zmx-mÄxr
&

& Así, la posición de la particula cr a D' es

v = x + yy => = x + yy = = xy+ yy

② Las fuerzas reales F :
peso ,

normales y elástica.

I
ycra la bas a

Fo = - mg( + Nx2 + Nzk - k(y - (0)j -> notar que asumió que la particula
↓

cr a la paredes no se despega de la caja.

& La posición de Ocua 0, en este caso es 0.

= E= = 0

& La velocidad angular E que gira s' cr a s
, por enunciado

E = Rok = 2 = 0
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Así, reemplazándolos en la ecuación

mi = mi +mij

(F
.
real) F =

- mg Y + Nx2 + NzY - k(y - lo)j

(F. traslación) m = 0

(F
. centrifuga) mex(exF) = mROEx [Rosx (xi+ yj)] = meotx (xy' - y2) = meo)-xi- y5)

(F
.
Coriois) zmx* = 2mRox (x + yy) = zmao(xj'- y2)

(F
. Euler) mx = 0

luego

mü = F-mx(x)-zmx-m

Es mi + myy) = [- mg( + NXz + No - k(y -20)j) - [m2( -xi yy)) - [zmmo(xj- yz))

por componentes queda

[mx = Nx + meX + Im-loi (1)

jmy = - k(y -b) + maE
y + 2m20x (2)

E 0 = - mg + Nz (3)

a) En equilibrio = = 0
, además, nos pide que tal punto sea en D

,
esto es Yeq2lo

imx = NX + meX + 2mmox 0 = Nx + maX (4)

2lo 2lo

j m = - k(X- (0) +mRX + 2m20xE) 0 = - klo + 2lomR (5)

E 0 = - mg + Nz 0 = -

mg + Nz (6)

despejamos 20 de (5)

1= 20mR Ro=+ positivo para que rote como el dibujo

Para pequeñas oscilaciones en (5)
,

definamos Siy = y-200 E) dy =i

msy = - k)Sy + 290 - (0) +mc (Sy + 200) Es may = - k(Sy +V) + (sy+)

E siy+ Sy = 0

=> Wo=
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b) Para ver en qué punto (x
,y) se separa de la pared , al ser 2 incógnitas ,

necesitamos 2 ecuaciones ,

usemos (1) y
(2)

zlo

m= NX + mak + 2 mdoy

my = - k(y - (0) +may + 2m20x

mientras la particula no se despega , x = 200 => X = * = 0

0 = NX + 20m2 + Im-loi (7)

my = - k(y - lo) + maE
y E) my = (meo - k)y + klo (8)

Queremos imponer Nz = 0 y obtener y , pero desconocemos y ... hay que sacarlo de (8) !

como parte de y: 490
, integramos de 410 a y (s)

= [(meo-kylo / (recordar que i =d=
S m) yay = (n (m28 - k)y2 + kloy) /
mi-k)y + klox-o- k)1610 - 4kl

my2 = (meo -k)(y2 - 16102) + 2) kloy - 4k101

y =
- m((m2 -k)(y2 - 16102) + 2) kloy -4klo) + Es negativo porque va de ca B,

1
esto es - y

reemplazamos en (7)
, imponiendo NX = 0

0= 2om2 - 2m-o[(m2 -K)(y2 - 16104) + 2) kloy -4kl0]

recordando que
to: im

O = klomy-zu Em [(M-k)(yz - 1618) + 2) kloy - 4k10))

0 = lok-12k-E (y2-) + 2kloy - (0)

+ 2kl /(13

B lo = -Ey + 2 kloy

0 = y
2 410 y + lo

< y =

4lo 11618 - 410
=

40 = 2110
= 10)215)

2 2

Finalmente, como la particula va de CaB , pasa primero por el y mayor.

Yaespegue = bo (2+5)
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Pa

Al igual que
Pl

, partimos definiendo s'
, que

tendrá origen en el centro del canal circunferencial.

Mientras que S será en el eje vertical de giro.
L

M

Por conveniencia , usemos las sates bases : Z E o y
X 7

L

s > [5
, 5 , 24 T ↑

v -2

O

s' , 458 , i}

Calculando los términos de la ecuación

mi = F-mi-mex(ex) - zmx-mÄxr
&

O Posición de la particula cr a D

= a = = ag == a-ap

② Las fuerzas reales # :
peso ,

normal (que puede estar en E y El

F = mgy + Nop = Nzk

& La posición & de 0'cr a 0

E = Ri = E = RP= wce
= - Ro = - Ru2=

& La velocidad angular E que gira s' cr a s
, por enunciado

1

= wz = 2 = 0

Notemos que tenemos cosas en S
y otras en s'

,
así que debemos encontrar una relación

entre ellas

Z =
- Yr

T
!

1

p 10 0

S Y p = - y = - (sing+cosol
M

vy
,5 E = - y = - (cosOp - sindl)
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Reemplazándolos en la ecuación

mi = m(a-aö

(F
.
real)

F = mgy' + Np' + NzE = mg(cosOp-sinol) + NOP = No k

= (mgcoso + Np)p - mgsino + Nz
(F. traslación (

m = m)Run) = mRGY

(F
. centrifugal

mexlex) = mwEx(wxap) = mwa[-(coso-sino) x)-(coso-sino) XP]
= mura [-(os-sindÖ)x-sino]

= mua [-cososino-sinho)
(F

.
Coriois

zmx = zmwxag = zmwao[-(coso-sinol) xo']

=- ZmwaO cosOY
(F

. Euler)

mxr = 0

Reemplazando en la ecuación

mi = F-mi-mx(ex) -zmx-m

m(a-a) = [Imgcoso + Np)-mgsino + Nz]-[mr] + mua [ososino '

+ sinto)
+ [2mwaOsOY]

Por componentes

-mad = macoso + No + mua sin"o (1)

'l mag = -mg sino + mua cos sino (2)

1) 0 = Nz-mRw+ ImwaOcosO (3)

a) La ec
.

de mov para 0 se obtiene de (2)

Ma sino Me acosasino Es= sind Wasino cast
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b) El pto de eq . se tiene en = 0 = 0

=> 0 = -E sind + WesinO cosO Es 0 = sing (wcoso-)

I
sin8 = 0 = Deg = Kit kel

El si Ot[0, 25) = 0 . = 0
,

02 = i

(w'coso=a
= 03

,
4 =arcos (mal

* Recordar que arcos() tiene dominio entre [1 , 1) ,
así

, 03
, 4 existe solo si

- T

a = wI
arccos()

10

es decir, cuando el plano gira muy rápido con respecto al eje vertical.

2ä
c) Para ver la estabilidad, podemos obtenerlo derivando 20

-> Porque F= mi = DU El -Dum
PERO ahora con los SIGNOS OPUESTOS,

2)- sino + w"sin o cosa
por el signo (-) de la definición F = -DU.

Es decir,
=- coso +wcoso-wsin

Cos(22) = cos2(2) - sin(x) aj

=- coso + Wos(20
! 200 Eq .

estable o

Do0 Eq inestaen

Evaluando en los ptos.
de equilibrio

0 = 0
> Si w> = 0. = 0 inestable : (I

20): +w =w
-

si w<* - 0. : 0 estable : (

82= T

()=- = 82 = π inestable : (

834=1 arcos (unal

Recordando que arccoso = costo y coseno es función par ,
así que podemos calcular ambos

casos (I) a la vez y ahorrar trabajo :D
.

carcos(a)=a) +waco cos28 = costo- sinto
T

No se puede cancelar con el cos
= costo -(1-cos20)

=-a) +w[2(a) - 1) = 200528-1

== (ma) + wi [2(a) - 1)

= (w con esto

↓ deducimoss
signo

-www 0 estable e

~

siw (03
,4)0 inestables
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Pero del punto anterior sabemos que Os
,4 existen solo cuando wa a , es decir

,
no existen

cuando wa
, luego

03
.4

= 1 arcos(wea) es estable : D (cuando existe

* Notar que si existe O. estable
, no existe 83

.
4.

Finalmente, la frecuencia de pequeñas oscilaciones podemos obtenerla de 2 formas :

I. A partir de la frecuencia de oscilación en potencial

2Wo=
Geq

pero-D-m-mgeq , reempladoen

Wo=m Geq

Para este caso, wo=
beq y reemplazamos para cada pto .

de eq.

estable
.
(cuando existen

8 1
= 0

wá = - co = -(wi- )
--

ya lo calculamos !

Wo'= w

834=1 arcos (unal

w.
4

= -coy= w
= (wi-( +wt)

= (w-

Wo4 = w2-

2. Definiendo So = 0-Oeq y reemplazarlo en el EOM (2) PROPUESTO : D

* Nota :
para 01-0 se puede usar sinfozSo

,
cosSol y sale directo. Pero en 83

.4 no : D
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Comentario ERROR EN AUX

En el aux dije que en caso de escoger base E,,Y para el sistema inercial S
,

lo
que varía en el cálculo era

que
s será O

.
Esto es INCORRECTO, porque S' al girar dr a S

, necesariamente habrá fuerza centri

fuga (sir#0), por lo que no puede ser 0
, independiente de la base que escojamos.

La diferencia entre una basen otra está en que cuando expresamos el rector R y buscamos

relación entre S'
y S.

4. Veamos el caso si en la P hubiera usado s[..3

mi = F-mi-mex(ex) - zmx-mÄxr
&

& = = x + yy) = v = X + yy

=> = x+ yy

② Fo = - mg( + NXz + NzY - k(y - (0)j

T = & R = 0 = r= = 0
F

Y

40
- e & E = Rok) = = 0o'

En este caso nos dio exactamente lo mismo en R , y como la física no depende de la base de coordenadas,

para que me de las mismas ec. de mov. de la forma anterior (en [x , Y,3) ,
naturalmente =Rot.

P2) Ahora en vez de [,, 5)
,

usemos [2 , j ,
in]

mi = F-mi-mex(ex) - zmx-mÄxr
&

M y
① = a5) = = a8

7 7xk
R L

0
=> =a-a-ad

O
-Y

v -05 1

32 ② F = mgy + Nop + Nzk Ey Es]

& Llamemos & el ángulo entre R y.

R & = RE
, con E = cospi + sindy1

7

T

a > &= Rcosi + RsinDY
10 ①
↳
i < y

=> = -PRsing+ PRespy d = w

=> = -whrs-wiRsin y

& 2 = wk = = 0
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Ahora, la relación entreS y
si

D
Vista de arriba

- i = sindy-cosI ⑤
P)

xk E O

L

Y
OVoe j = -cospy-sin

M

L

25
O 7

R En w Vista lateral

l ->
45

, 2
xπ
, M

- k = - E = - (cosOp - sindE)&
-

R d
, y

O

Reemplazamos en y
is vy

,5 Y = sinotcoso

= -WERcs-wiRsin J

==wr[cs(p-cos) + sinppy-sind itl]

= +wir( +052k+sin2]

= wYRK = -w3RF

E = wY = -w(cosOp-sinol) = we

llegamos exactamente a lo mismo ! Así que ,
nuevamente concluimos que

0
,

sea base cilindrica

cartesiana
, para que nos de el mismo mi.
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