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Considere un sistema formado por 3 masas unidas por un resorte de constante k, y res-
tringidos a moverse unidimensionalmente a lo largo de los resortes.

(a) Encuentre el Lagrangiano del sistema y la ecuacién de movimiento para las 3 masas.

(b) Describa los modos y coordenadas normales del sistema.

Figura 1: Pregunta 1

Considere un bloque de masa m; que esta sujeto a una pared inclinada, sobre una cuna
de angulo «, va unnido a un resorte de constante de restitucion k y largo natural [y. El
bloque desliza sin roce en el plano inclinado definido por la cuna (ver figura). A este bloque
se le atornilla en su centro de masas un péndulo de largo [ y masa ms, sometido a un campo
gravitacional g.

(a) Escriba el Lagrangiano del problema y obtenga las ecuaciones de movimiento.

(b) Determine la configuracion de equilibrio estable de este sistema. Dibtjela para los an-
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Figura 2: Pregunta 2

Dos bloques de masa M, unidos por un resorte de constante k, pueden deslizar sin friccién
sobre una barra horizontal. Cada uno tiene unido un péndulo de largo [ y masa m.

(a) Escriba el Lagrangiano del problema, y obtenga las cuatro ecuaciones de movimiento
respectivas.

(b) Considere pequenas oscilaciones y linealice las ecuaciones encontradas en (a).

Figura 3: Pregunta 3

Auziliar 16 2


https://goodnotes.com/

Considere un sistema formado por 3 masas unidas por un resorte de constante k, y res-
tringidos a moverse unidimensionalmente a lo largo de los resortes.

(a) Encuentre el Lagrangiano del sistema y la ecuaciéon de movimiento para las 3 masas

(b) Describa los modos y coordenadas normales del sistema

Paro. describir la posicion de los porticulos tenewmos 2 formas

Definiends las distancias clr ol ongen ( asumiendo largo matunl Lo y largo tolal L )
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Notamos que en el enunciado o nos dan informacion sobre L y L, adewmds , cuando calculawos las ec. de

E-L, se climnaron los £ , al imponer pequeias oscilaciones, se eliming el L, asi que serio razonable peasar
que exste uno. manera de definir los potenciales, sin invlucrar a &b yL. 43D &,,

Asi que o sequnda wanera de definir los X es ignorar fo y decir que "% es el desplazamiento
de lo mosa i c/r o| posicion de equilibr:o“.

Fw-0—w—-0—w-0—w]

De esta forma
Us = £ Lk (estiramionto del resorte )
= ilk[x'lz" (x;'x|)z"' (x;- X;_)z+ x;' ]

Esbo es porque si dejamos W, quielo, Pero como wi se wueve,
el estiamiento del 2do resorte serd X se tiene gque restar su desplazamiento x,
(es como si W, fuera uma pared)

Fw-0—wm-0— Fw-0-w—0-
| Fwa~o-m-0—

=> L: -,_‘-IM(‘K.’" + ‘x':‘- xl,sl) "%k[xlz“(x;‘x.)z" (xs'X;)z'l' x;l]


https://goodnotes.com/

Considere un bloque de masa m; que esta sujeto a una pared inclinada, sobre una cuna
de angulo «, va unnido a un resorte de constante de restitucion k£ y largo natural [;. El
bloque desliza sin roce en el plano inclinado definido por la cuna (ver figura). A este bloque
se le atornilla en su centro de masas un péndulo de largo [ y masa ms, sometido a un campo

gravitacional g.
(a) Escriba el Lagrangiano del problema y obtenga las ecuaciones de movimiento.

(b) Determine la configuracién de equilibrio estable de este sistema. Dibtjela para los én-

s i T
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Notawmos gque las dos wasas realizan sus wovimientos sequim
distintos sistewos de coordenados , osi que primero, hay gue
encontrar wna relocion entre ellas.

bw‘z 5 x= sm(me)('? + wos(r+0) 6

Para. lo energio. cinética, portames con la posicion de las wasas
i = X% =3 ‘l-l"M|= %% D Uy =%

. AN . A
Mwa: XX + e 3 1?.‘1= xx + 000

%[ sin(0+8)p + cos(on+9) 6] + 066

x sin (a+0) @ + [ xcos(a+0)+ lé]é

> 2. 22sin3(h+0) + [ xcos(n+9) +£é]z

£

XEsin(2+0) + X 2cost(%+6) + 2 % cos (A+0) R 6 + 0282

%2+ 2% cos (A+0) 06 + 926°
K=3wx+ s'Mz(a‘cha'cws(we)Qh 28) = Flwem) %'+ 1, (2% cos (4+0) 06 + 26%)

Por otro lodo , las energios potenciales

U= Ue + L)g = %K('X#Qo)z-b Us
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Definiendo Potev\cial ﬂm.vitutoria 53m| a0 en e origen

Ug = mg(-xsina) + wog(-sina - Lcos®)

= U= 3kl x-lo)z- (M+Mz)zgsinu - ngfcose
n\\

m,

Asi , el Lagrongiono que.da
L= dlmeme) &+ dm, (21cos (440)06+ #67) - {1k (x-20)"s (W, + ;) Zgsing + wz g leos ©
'uego, las ec. E-L
x| 2. (mewy)% s wy %eos(at0) 26
= ﬁ( ) (wtmy) % + Wi % cos(a+0) 06 - Wy %sin (+0) 6%+ W, %cos(av8) RS
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(merm) % ¢ Wy X cos(a+0)06 - Wy xsin (A+0) 6 + Wy xcos(x+B) RO + k(x-Ro) - (w+wy) gsina = O
)

= Wy % cos (+0)Q + m, 226
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Jo W2 X cos(+8)Q - M, xsin (W+0)06 ~m, 128 + WX sin(n+6) + W\;SQSM 9 =0
Pam el (los) plols) de eguilibrio , impovemas %= X = 0:6-0, asl
(w+my) % + W % cos(a+0)R8 - Wy sin (A+0) 06 + Wy kcos(ar8) 0D + k(x-Ro) - (wsmy)gsina = O
Mz % cos(A+0)R - W, % siv (W+O)RH + m, 25 + WM, sin(x+8) + Mpqlsin & = O

k‘x"&’)‘ (“""”z)ssﬁnd = 0 D %t .(M‘.““‘)Ss"““ +0o

=) k

M;,ngm 9 =0
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Es directo notar gue los ptos de eq. estables se tienen para k par (cuando m, estd justo

abojo de w, ) y Xe es estable.
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Dos bloques de masa M, unidos por un resorte de constante k, pueden deslizar sin friccion
sobre una barra horizontal. Cada uno tiene unido un péndulo de largo [ y masa m.

(a) Escriba el Lagrangiano del problema, y obtenga las cuatro ecuaciones de movimiento
respectivas.

(b) Considere pequenas oscilaciones y linealice las ecuaciones encontradas en (a).

An&loﬂo a P , enconbremas relaciones

entre los sistemas de coordevados - k
)

lg

el 37 = is sinByfy + cosOk Ox
Lueqo lo evergio cinética , portiendo de las posiciones
- . A
{?",,,= Xt fVm‘ L
- a = K - a
M %2t Vie: %1
W = velocidad.* 1 .
A - . A - A . A . .
?““= % T+ QP' Y= X1 + 26,8. = %, SinH, P+ [xlcosel"'gel] 0,
- - A - PN . A c A . . A
Lr...,_: X1+ dp: Lsza %1 + 06,6, = x,S»uéz(’n[x;cosB;#Qe,,]ez
2 2
rvﬂl L 4
Vn:’ izl

. . . 2 . . . l .z
-u-m"': x,zsiuze. + [x.co.se,+93|] B x.’-i- 2%,ws0,00,+ 076,

LVM;.= x:-{- Z.‘X.lcosezg,e.z"' QIB:
K= 3M(%2 %2) + jw[ %2+ 240,06, + 06|+ fm[£ + 2% cas 8, 26, + oo, ]
Ahora. energio. polencial , definiendo Us*0 o la alfura del origen y asumiendo o =0

= U- %k(x,-%.-ko)l -Mchose. - mchos 0,

= dk(xox,) - ml [cose.+ cosez]
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Escribiendo el Lograngiamo
Ls M€ 62) + g2+ 270,08+ 067 ]+ tw[4) + 2% cos 0, 86, + 078, ]
~d (e x, )+ Mgl [cosei+ cosez]

Derivando o los ec. de E-L , '%(%i)'a_q.”

ﬁl 2_7‘2.= M, + m[x + Cose.oé.] 2 de(z%z) : M%, + wm[, - 5ine, 06, + c,a,a,né',]

33_1‘2,’ +k( X" xl)

N &(% 2 mi wm[ %, - sine, 06 + cose.ﬁél] - k(%-%.) =0

&) (M+m)i,+mﬂw59.9".~ wmising, 0.z +kx, ~kx, =0

Xa| Aml’oao o mso %,

(M+m) X, + mlcos®, 6z - Mﬁsinezéf k% +kx, =0

(A §—§.= mix,cos8, + m2°6, o ld'f(:_k'. . Wi cosO, - mlx,sin0, 6 + w6,

A . _m%6,snb6, - Mgﬁ sin0,

36
) f{(a—" '%ﬁ wml X056, - ml%,5in 0,6 + mO 6, +m 7. Esin6 + mqlsinb =0

& mleso, x, + w\!‘ 6. + Mgﬁsin 6, :=0

e_‘l An&bgo ol caso 6

w!mez X, + w é'z + W\ngiv\ 6,:=0

fam las pequzﬁo‘s oscilaciones , consideramos

SimB 3 O, cos B, % | é.:xéu’.‘kxo (cou\ k=1,2)

reemplazando en los ec. de wov. pava enconbrav ec. linales

.
(M+m) %, + mRcosB, 8, - wmlsinG, B, +kx, - kx, =0 f (M+m) %, + mR 8, + kx, - kxp =0

(M+m) %, + mQcosB; B, - wlsin8, B, -k, + kx, =0 (Mem) %, + mQ 6, -kx, + kx, = O

wmlcos®, %, + wie + MngMé. =0 wlz, + mie, + w\gﬁe. =0

w2i1+ MQ‘ 624' Mngz=°

L wl cos s, X, + wl 6; * Mgﬁsiv\. 6,:=:0
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