Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de fisica

FI2001 — Mecanica

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Auxiliar 12

Pequenas ocilaciones

Profesor: Gonzalo Palma
Auxiliares: Jou-Jin Ho Ku, Javier Huenupi, Danilo Tapia

Considere un alambre que describe una curva parabdlica del tipo y = az? en un plano
vertical. Un anillo de masa m desliza con roce despreciable por el alambre, unido a un resorte
de largo [y y constante elastica k. El otro extremo del resorte se encuentra atado a un punto
fijo localizado a una distancia D del punto (0,0) del sistema de coordenadas (x,y). Asuma
a=1/lyy D = 2ly. A partir de esto se pide:

(a) Si el anillo se encuentra inicialmente en el punto més bajo de la pardbola, determine
la velocidad vg con que se le debe impulsar para que alcance una altura D sobre la
posicién inicial.

(b) Demuestre que el punto (0,0) es un punto de equilibrio estable.

(c) Determine el periodo de las pequenas oscilaciones del anillo alrededor del punto de
equilibrio.

Figura 1: Pregunta 1
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Una particula de masa m se desplaza sin roce por el interior de un tubo colocado en forma
horizontal, bajo la acciéon de una fuerza conservativa cuyo potencial asociado estd dado por
la expresion siguiente:

donde A y B son constantes positivas.

(a) Determine las unidades de A y B.
(b) Determine la aceleracién de la particula cuando éste estd en una posicién arbitraria x.

(c) Si existe algun punto de equilibrio estable x, determine el periodo de pequenas oscila-
ciones que experimenta la particula cuando se libera desde el reposo en un punto muy
cercano a xy.

(d) Si la particula se libera desde la posiciéon x = x¢/2 en reposo, determine su rapidez
cuando pasa por la posicién xg.

&vo

Figura 2: Pregunta 2

Formulario

Si sobre una particula de masa m acttan solo fuerzas conservativas (o que las no
conservativas no ejerzan trabajo), los puntos de equilibrio 7y son los puntos en que
la particula puede permanecer en reposo y se pueden identificar mediante

ouU (r)
or

=0 con Ulr) = Z Ui(r)

r=rQ
donde dependiendo de si maximizan o minimizan el potencial, pueden ser puntos de
equilibrio estables o inestables:

0?U(r)
or?

2
>0 (estable) 0 aU ET)
"

=70 r=ro

< 0 (inestable)
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Pequenas oscilaciones en una dimension

La serie de Taylor de una funciéon f infinitamente diferenciable en torno de un valor
a es

— nl oz

(z —a)"

r=a

Expandiendo el potencial U(x) (que depende de una sola variable x) en torno a un
punto de equilibrio estable x, en serie de Taylor

1 0*U
2 Ox?

ou

U(.’I?)ZU(xe)-i- %

(2= 2e)? ++ -

Te

(x — xe) +

Te

Por definicién de punto de eq. estable, g—g’ = 0, y considerando pequenias oscilaciones,
x

se desprecian los términos n > 2 (pues (z = z.)" es muy pequeno), quedando

1 02U

U(z) = U(xe)+§ 2 (@ — z.)?
Asi, la segunda ley de Newton queda
. oU . 10U
donde
ou  9*U
o~ o), T

y defininedo 0z = = — z, (= dx = i), se obtiene

.. 2 .
5:v+ia—U br=0 & dz+wir=0
m Ox?

Te

que es la ecuacion de un oscilador armoénico simple con frecuencia de oscilacion

02U

1
Wp = | — —
0 m O0x?

€
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Considere un alambre que describe una curva parabdlica del tipo y = ax” en un plano

vertical. Un anillo de masa m desliza con roce despreciable por el alambre, unido a un resorte
de largo [y y constante elastica k. El otro extremo del resorte se encuentra atado a un punto
fijo localizado a una distancia D del punto (0,0) del sistema de coordenadas (z,y). Asuma
a=1/lyy D = 2ly. A partir de esto se pide:

(a) Si el anillo se encuentra inicialmente en el punto més bajo de la pardbola, determine
la velocidad vy con que se le debe impulsar para que alcance una altura D sobre la
posicion inicial.

(b) Demuestre que el punto (0,0) es un punto de equilibrio estable.

(c¢) Determine el periodo de las pequenas oscilaciones del anillo alrededor del punto de
equilibrio.

Como no hay roce y lo norwal es L a la trayectoria, no
hace tmbajo. Asi, solo existen fuerzas conservalivas y ocurre g Y y = ar?
conservacion de energfa.. I

E=K+U = K+ U +Ue m

A A

:gmut+ mqy +—§-( V‘-Io)z D k,g()

donde r es el largo del resorte en cierto instante

\ r=J x*+ (y+p)?
\\4 =% E-= ;'_Mtr2+M3y+%(\/x‘+(y+o)‘ -io\z

ReeMPlaZGMOS Y: ax.l , &= I; y D= 2%

2
E é’ﬂ\fz-l-Mﬂl—lo‘xl ‘I'%(,/‘k'-b(t';xl-»Z!o)l-fo)

T RN ¥ s pre T,

bt emg g ®r & ([T o <L)
Ahora. podemos evoluarlos en el inicio y en e final
il Inicialmente, Vi=vo , %;:=0

Ei= twmvd+ K (BT -0o) = jwmw? + K02
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ﬂ Para el final , imponemos Vv =0 e Y= D = ax = T';x;’ = X = Dl = 24

Be: mygg2le+ § (/3 aadvsatdvotd - o)

2mglo + £ (2 /18 - L)

o

n

2mglo + 1kAZ (347 -1 )}
Aplicamas conservacion de energia  Ei=
tmuet + Kp? - 2mglo + kbt (34z-1)
5wt m[2wgle + Fkb (3/5-1) - £ 0]

= 4qlo + 35 kb’ [ (352-1)*-1]

5 V= /4320 + o kLo [ (342-1)%1]

Para ver siun punto es un punto de equilibrio estable , veamos primero si es
punto de equilibrio y posteriormente si es es estable.

El potenciol estd dado por

U(x)= MS‘Q%"‘*’ "i(' (/iix"-u-Sx‘i-‘l-!o' -Io)z

3U| [ maLons r([EaFrsre e G+ 10%
| Y7 2 xw*egat+ 408 -Lo) =0
%lx-0 [ 3% = 2/‘.L‘,;'2L"+5")t‘+‘l-.Q4ag x<0

av
como o

|x=o =0 , %+0 esun puito de equilibrio.

Ahora. o sequudo.  derivada

a"UI _ 1y mg é(/ﬁ_ 2+ Sx )
T L A - Tr=reved |

-.z“‘_‘hk bia+iox 2P+ s
[ Lo 2fimesdeand [Eeseqld

Bt eSS 4o

. (b +8) [E sk v ehd - (20 %3+ Sx )L (& x4+ S+« 4o?) " (475 %% + 0% ) }J
X=0
= z"-g + g- k >0

XY
cowmo axif,_ o >0, significa que el potencial U es convexa en %:0 , o bien, x=0 es punto de

equilabrso estable.
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Por 2do ec. de Newton

W\‘i=Fx='%

hacemos expansion de Taylor hosta orden 2 en tormo a %0

3’V o
Ulx)= Uto)*‘ _ia_xl 1'0(1-0)
2
%%=%(U(o)+ “a’—;: {u-o)) S g%lx . (x-o) =(z';—3 +§k)x
x=0 o

reemplozondo en (%)
mis-(z%+§k)x ® i+(zf;,+-§--}‘)x=o
definiendo Sx= x-0 D x=8x y %K=&
S&+(2%+§-§)Sx=0

es un oscilador armdnico simple ! con frecuencia

+3

= [28 .Sk
Wo = /25 +3wm

y sw periodo es

k £
%)

Una particula de masa m se desplaza sin roce por el interior de un tubo colocado en forma
horizontal, bajo la acciéon de una fuerza conservativa cuyo potencial asociado esta dado por
la expresion siguiente:

+

Sl
(917

-é‘l: (2
P g S o

donde A y B son constantes positivas.

(a) Determine las unidades de A y B.
(b) Determine la aceleracién de la particula cuando éste estd en una posicién arbitraria x.

(c) Si existe algun punto de equilibrio estable x, determine el periodo de pequenas oscila-
ciones que experimenta la particula cuando se libera desde el reposo en un punto muy
cercano a .

(d) Si la particula se libera desde la posiciéon z = ¢/2 en reposo, determine su rapidez
cuando pasa por la posiciéon xg.

El potencial tiene wnidodes de energia ["3'%] , luego, necesariamente % y % Lienen las mismas unidades

(A). [y 2] = [A] -[ig ] Ble[ky%] = (8] [ %]
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La fueza osociada al potencial es

= A
Fa-VU =-(21+2274241)

2D (A_B\a»
='ax(‘x‘z x)"
2A L, B\ &
:-“?;""‘x't)‘l
24 a
-(B-%)i
2 -
Como F=ma
> ZA B A ZA A
> md = (55-%)1 > d- m(%-%)i
av v
El pto de ey. estoble X% se obtiene cuando _x|x°= A DxEly 0
av _i(_’i_i) . -2A . B 7Y ) - 2A
M. 2(&-% L‘o- Sem] 0 > gl Hee)o s x-F
_—a& =i--Z_A~+£) (Q-ZB) =bA-B—"ZB—Es—=s_Bq’-Z_Bq’ Bq- )0
Ty, %\ 23T x|y, x+ ¢ 2A J6A% 8ad 8 A A8
[

A
por lo towmto, "w‘z—B' es un plo. de eg estable.

Ahora, hociendo exponsion de Taylr de U en torno a %o (hosta el orden 2)

U(x)

<
&
+

~

bq
(r - ok) +13m (-3

reewmplozondo en la 2do ley de Newton pora el componente x

mi = Fr- B s jn ()
= i+$%(z-5§)
definimos &% = x-%‘- (8x - %)
> S&+$§%8x=0 > wos/h R (frecuencio.)
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Como slo se presenta una {uerza conservativa , hay conservacicn de
B« K+U = w2~ %
4 ‘xo ﬁ_‘ = -A—
Para. condicion inicial , la partrcala parte del reposo y - 82" 8
e dmuro—A__ B8 & ¢
E;‘ leVb +‘AIB)1 A/8 s A T:O
mientras gque para, condicion final
E "l“\‘lrz{» A - . -'mr’w _Bz iz
200 T Ay T zam YT A T A
imPouiendo Ei=E4
L3
g2, BB 2 2 B (i 1\, 218
MUt 3T 0 5> v ewmoal(td): FaR
_ [ B2
2 Vi /mn

eneraf Qa
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