Universidad de Chile

NN >
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas L’!
Departamento de fisica Ra e
A

FI2001 — Mecénica

Auxiliar 9

Trabajo y Energia

Profesor: Gonzalo Palma
Auxiliares: Jou-Jin Ho Ku, Javier Huenupi, Danilo Tapia

Una particula P de masa m desliza sin roce por el interior de un cono invertido. El cono
tiene eje vertical, vértice abajo y dngulo caracteristico # = 7/3. La particula estd unida a
un hilo, siempre tenso, que pasa por el vértice del cono. La tension T es tal que la distancia
entre la particula y el vértice disminuye en la forma: ry — vot. En el instante inicial P esta a
distancia r, del vértice girando de modo que ¢(O) = wp, en torno al eje central.

(a) Reduzca la segunda ley de Newton a tres ecuaciones escalares e indique la dependencia
explicita en t de cada una de las coordenadas de P.

(b) Obtenga la condicién que debe cumplirse para que el hilo esté tenso en el instante inicial.

(c) Obtenga por definicion y por teoremas el trabajo Wy de la tensién T' desde el momento
inicial hasta el instante ¢; en que la distancia de P al vértice es la mitad de la inicial.
Explique el significado fisico del signo de este trabajo.

(d) Obtenga la energia cinética en un instante t arbitrario y de ahi obtenga la diferencia
K, — K entre la energia cinética final (¢t = ¢;) y la inicial (¢ = 0). ;Cuénto vale
Kl — KO — WT? ('JPOI' qU.é?

Figura 1: Pregunta 1
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Una particula P de masa m se mueve por un riel horizontal circunferencial de radio R. El
unico tipo de roce que hay es un roce viscoso lineal, —cv, donde ¢ es una constante conocida.

(a) Si P es lanzada desde # = 0 con rapidez v,, calcule el trabajo de la fuerza neta en
funcién de 6.

(b) Determine el valor que debe tener v, para que P se detenga justo cuando ha avanzado
media vuelta.

Una particula de masa m se mueve con rapidez constante vy por el exterior de un semi-
cilindro horizontal de radio R. Ademas del peso y la fuerza normal que ejerce la superficie,
la particula estd sometida a otras dos fuerzas, F} y Fy. La primera fuerza esta dada por

Fy = —c(zy?t + yzg)

donde ¢ es una constante conocida y las coordenadas (z,y) se miden con respecto al origen
O. La otra fuerza ﬁQ, para la cual no se cuenta con una expresion explicita, es la que permite
que la particula se mueva con rapidez constante en su trayectoria desde el origen O a la
cuspide C.

(a) Muestre que la fuerza F es conservativa.
(b) Determine una expresién para el potencial u(z,y) asociado a F.

(¢) Determine el trabajo efectuado por la fuerza Fy en el trayecto de O a C.

®g v,

\

»

E%V

(a) Pregunta 2 (b) Pregunta 3
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Formulario

Se define el trabajo ejercido por una fuerza entre dos puntos arbitrarios A y B, con
trayectoria C, como:

Fb —
WA_>B=/ F.dr
A

donde el resultado es una cantidad escalar que puede ser positiva o negativa depen-
diendo de la trayectoria.

Energia cinética

La energia cinética de una particula de masa m se define como

1
K=—- 7|2
Sl

Ademas, el trabajo total debido a la fuerza total ﬁtot = Zf\;l E es

=

B
tot -
Wit = | F-dif = K — Ky

TA

Se define gradiente VU de un potencial U mediante el simbolo nabla

a+l%£

A.a A
V=15 gy e

ox
Si una fuerza F, es conservativa, entonces debe existir un potencial U tal que
F=-VU
Teorema: Una fuerza es conservativa si, y solo si, su rotor es nulo, es decir

F=_VU < VxF=0

El trabajo debido a una fuerza conservativa es la diferencia del potencial inicial y
final.

WﬁﬁBz/ﬂBFﬂc-dF:UA—UB
TA
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Energia mecanica

La energia mecanica de un sistema de una particula es igual a la suma de su energia

cinética K y potencial U
E=K+U

El trabajo debido a las fuerzas no-conservativas F,,. corresponde a la diferencia de
energia mecanica evaluado al inicio y al final del camino.

—

XiB=/ Fo-df = Eg— E4

—

En caso de no presentar fuerzas no-conservativas, ocurre conservacion de energia.
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Una particula P de masa m desliza sin roce por el interior de un cono invertido. EI cono
tiene eje vertical, vértice abajo y dngulo caracteristico # = 7 /3. La particula estd unida a
un hilo, siempre tenso, que pasa por el vértice del cono. La tension 7" es tal que la distancia
entre la particula y el vértice disminuye en la forma: ro — vot. En el instante inicial P esta a
distancia r, del vértice girando de modo que (b(O) = wp, en torno al eje central.

(a) Reduzca la segunda ley de Newton a tres ecuaciones escalares e indique la dependencia
explicita en t de cada una de las coordenadas de P.

(b) Obtenga la condicién que debe cumplirse para que el hilo esté tenso en el instante inicial.

Hacemos DcL y usamos coordenodos esféricos ,

s (F-r@ -r@ ute)? +(r'3+2&6 -rf sn0 case) d

+#'no f—t(ﬁ&m‘e)ﬁ

en este coso,

-1 S 0:0:0 « sin0=r;’/\m9‘;‘.
F=ro-¥t = ¢:z-v5 A #:0

ree Mpluzwos

37 - -rﬁiu‘e 7 -rd%in®casd 6 « ksin® &(f'ﬁ‘ﬁ*’e) [

D) '%('B'Vot) ‘z; = [;"f.‘ V'ot)“l é + (fo-ltrgt) E: % (*Uo-lfot)‘ﬁ) a

Por otro lado , las fuerans

Q/ YF: -TFf-N6 +m3(~cose'r‘+siv\9 8)

59/ < -TF-nd +wg(-17+38)

Escribiendo b 2° Ley de Newton , por componentes quedo.

Fl -T-33 = -imlbe-vt)#
g -N +£§“‘3 2 -Sw(r-vt)#
3 o- nn T & (oent’d) D FR(e-we)$]= 0
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Ahora, yo conocemos Fit) y 6(t), nos falta @lt) . Notomos gue soloen (3) no se presetan incgnilas,
asi gue lo integramos hoste obtener B(L).

&3 (e-vaey'g] = 0 s 2le-wt)d = ¢

como & cte Vt , en poricalar, se cumple para €20 , donde #(t=0) * wo

2.
'/%(fo“".t)# = C =%(r°_v°.o)lw° . %rolm

despejondo # de las ecuociones subrayadas

¢ ( 4 rot We

('o - VQt lz
iv\tegmwrlo olm vez wmas |, por reqlode lo codena

. Rwe . __fows
¢lﬂ' = m .(- Fo) te Vo (ro-vot)

tomondo  P(t:0): O

fo wo fo We fo Wo
2 — ¢ = — +C = = z -—
¢(°) %ore | C Vo ° > ¢ Vo

rozldg _ fo Wo
9‘(“‘ Vo (fo- Vat) Yo

Reewplmuos ¢ en U) porn oblener una expresion para T.

4 .2
- -> 4 o .3 <o) ro—k’o = 3 ro,(d a
T-2"Mg = -3mlro-vit) e - wtl Y T = gwmfele iy

ohora veams el caso limile para gue exista  tension , es dear T(t=0) >0
T = %m—';"’: -i%g > O = %muwé)érﬂ

red

=) 2 2
-) Y'.ldo > ‘3‘3

(c¢) Obtenga por definicion y por teoremas el trabajo Wy de la tensién T' desde el momento
inicial hasta el instante t; en que la distancia de P al vértice es la mitad de la inicial.
Explique el significado fisico del signo de este trabajo.

(d) Obtenga la energia cinética en un instante t arbitrario y de ahi obtenga la diferencia
K, — K, entre la energia cinética final (¢ = t;) y la inicial (¢ = 0). ;{Cudnto vale
Ky — Ky— Wg? jPor qué?

Por definicion
A

£
wWre [T.07 donde g =3ve
%
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" "

(’,Y lo. thedoﬁa? Pare ello , podemos pensar ew como se mueve una porticula en esférica , necesariamente,
avanzord en I, 8 y}‘. Pero, ¢ Cugrto ?
Veawmos , recordamos que el lorgo de un orco de wun circulo de vadio R, barrido

un eagulo & €5 Rd , osi, dt (el combio infinitesimol en la posicion ) se puede
describir como lo. sumn de los combios €n coda componewte de lo base.

da= rde difc drf+ rdo 8 + 8
En este caso, 0=3 = de:0
= dic def + rsmodp P
. i _ [’_ %g 0 Wo - d‘ = d¢ fe«k dt
odewos , recordowos que r=vo-vat , sin®= 3 0 (fo-\l’ot)"- at TN 1,-“.‘.')1

3 dif = dr v+ (vo- ‘Vot) 2 u.re:;.::)xdt ;

Reemplozondo en Wr

i

T3, rtuod ] [ & 13
wT= S[im(roo.v:t)’-il\s dr + (vo- Vot) 2 \f'b)ldt

<

[
oy

3
- jntod (i) ey

Yo
o -dmntud[-4he i) ¢ mal%on]
2 cdmetd (-39) ¢ i (- )

Wtz ‘g'“ro‘do -""!;"\Sfo

Notor gue si se cumple Yows >3q (o caleulodo ew b)) , entonces
|
: % Mrws - g mgr >0 2 El tmbsjo siempre es positivo

3 T aporta en hocer avanzor
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Ahom, por propiedodes, tememos ol tmbojo totol

Weet = Wr + Wy + an

pero N e perpendicalor o di (N=* N6 y dF edts em ;‘\ya) = Wu=0

= Wps - Wiy
donde y w3 ol ser fuerza comservotiva , entonces  Wag: Usi-Usps | caleulemos coda umo
por separado

K esti. definido como  K=3mv® | coloclemos v =1

S . A N g - '\2“
1r=rr+r06+r¢s‘m9§ = -V%r + °sine$
2 'o*‘dz .2
= "f;" 2 ‘V'oz"‘ rlo Sinb
' 3
Condicion iwcial : F(t-o) = ro S Kitimv) = im(nls r:u:—‘;)

Condicion final @ Tlt=8)= %‘- 3 Ky = i‘-uw:“ = n(v. +3rwe )
° 2 K‘- Ki e i‘u(v;‘* 3":“:)-‘%“(”.@ +—re We ) -'M V‘ezwoz (3-%)

00

"Jugl U3 estd definido. como Ugl2)=mge , en este coso 2 reose

\
Condicisn imicial ©  r=fo = 2:Vfo'z 3 (- ..3_'5
Condicica . r:rﬂ D 2= r.—l' = : %
icion ‘im\ ¢ 2 7% %_‘, MS

R
Finalmente

Wr = " Wwy ® -7,."10\3#.

Como ya calewbmos K(r) y sobemos gue V'° fo-t, oo wos fule reewplasorio para obtener K(t)

> Kt)s tn(w +im'°—;’_jc);>

Ahora. calculomos Ki - Ko ( yo lo hicimos en la parte ©) )
D Ki-Ke = Ky-ki = gwrdwd

Finalmente

Ki-Ko -Ws = “Wr = ~Wr = Wm3 (Pu‘S\A’N=0)
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Una particula P de masa m se mueve por un riel horizontal circunferencial de radio R. El
unico tipo de roce que hay es un roce viscoso lineal, —cv, donde c¢ es una constante conocida.

(a) Si P es lanzada desde § = 0 con rapidez v,, calcule el trabajo de la fuerza neta en
funcién de 6.

(b) Determine el valor que debe tener v, para que P se detenga justo cuando ha avanzado
media vuelta.

Lo fuerza aeta es
SE- Nf-»\g'l: -cv @

pero 7 = (5- p8t)F+( 26+p8)6 + ik  con zriviso y PR S 6=p:0
B 7 -Ré'F+Réa

por 2° Lc, de Newbon por wupouev\tes

Bl -mré*:0

il wRO = -cv
_%_( 0= N-mg = N-wmg

Lu&so . por (3), se omdan los mpouu\&suc
IF: -cvé

pero v es wna incognite, donde

- /A 2 A . A .
= PP+P66 +ik = ROO =S +v= R6
en (2)
0 5 . c
mRO = -crO = ©:-m©
= é%=-%9 /Sdo
)
o [d6-f gue
6

. V& c
2 6:F - me

Fnolwente , la fuerza neta tiene walor

55 e -cvd - -cRED = -cR(R-Fe) 8
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A‘l’,su.'tmho:jo de 620 o O cuolguiera es

S;%r" dF =

oo

"
]
0
A

Wror

-cVeRO + ¢

g e

2m

¥ Si lo gueremos hacer por las propiedades , usamos

Ki=gmvg

K;=i"“’§; s {w\(ge’f =

tm[R(R-Eo))’

gue w‘l’o‘l‘ = Ke-k

> Wrrs 3R (- o) - Jmws
R (B S 2 B20) - o
: g + l‘:’f P - RUecO - 3mved
Tomamos ©¢=T \ pare que se detenga justo en tal punto = V3=0
: Ré; = O = é;-0=% £ = ®- &nm
5 W% T

1 lusge
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Una particula de masa m se mueve con rapidez constante vy por el exterior de un semi-
cilindro horizontal de radio R. Ademas del peso y la fuerza normal que ejerce la superficie,
la particula estd sometida a otras dos fuerzas, F y F,. La primera fuerza esta dada por

Fy = —c(zy’t + ya*9)

donde ¢ es una constante conocida y las coordenadas (x,y) se miden con respecto al origen
O. La otra fuerza F;, para la cual no se cuenta con una expresion explicita, es la que permite
que la particula se mueva con rapidez constante en su trayectoria desde el origen O a la

cuspide C.
(a) Muestre que la fuerza F es conservativa.

(b) Determine una expresion para el potencial u(z,y) asociado a F}.

(c¢) Determine el trabajo efectuado por la fuerza F, en el trayecto de O a C.

Usemos e.l teore ma y

f, conservativea. @  /x £-0

Coleulemos €l votor de F,

<)
~ >

S
@1

s

X
%
Fu FY

VxF, =

U
~

= (ayFa - Fy);' (axﬁ -aaF,g); + (G:Fy -9y Fx) 2

= (ang - Fy);" (aaF,g -335); + (atl:y -9y Fx)s

3:°0 (o depende de 2 )
F: =0

en este caso, ﬁ(x,y% Fxx +Fy% =>{
(ang - 77);* (32& -3:&)? v (a;Fy -9y Fx) S
[&(-ere)- 5 (-exv)] 2

A

[-cy2x+cx2y]; = 0

) V*f,

"

Es deai, V<F,=0 ) luego , F, es . conserutivo.

Como i es comservaliwn, esté oseciadn a un potencial tal que F=-VU | doude VU (grodiente de U )
estd doda por
VU-&Vi+ZU5 + &0z

->

’uego F=-VU por eompoma'tes :

20U coFy z eyt

se puede esperor que U= zex'y*+ k
%U =-Fy = texy? }
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O tombica podemos resolverlo matemdticamente ...

20U =Fx:+Cxy / Jax
3 U= cidy' + kiy)
reewplazamos en lo 2° ecuacion
a%” <2 (cty + kiy)) = ecyd

ciliy + ko) = cyxdd

D e gk = ey
= £k =0 ar
= k{)=k
Finlmeate , llegamos o lo mismo gue intuimos , U= zCx'y*+ k

Para calcular el trbajo de Te . primero ,necesitamos una expresion explcita de fa,al que usamos Z° ley
de Newton. Useado cilindricas ,

Fe(f-p8)p+(2p0+p8)0 + 3k donde P=R # p2$:0 A 2:2:d:0

Ademss , la portreula se mueve o rapidez cte. de YV aC = vo: RE =R A 6:=0
2 1’2 ‘V’lls
a bR - 2

mientros que las fuerzons son
3 . (% y b edaln dibupdas
ZF‘-. Fo+Fo+ Ma-mjk en G‘d*uiaf direccicn )

asi , la 2° Ley de Newton gueda

v! A -
Mo P s Fi+ R +Np-mgy

1Y

f-F-Np+mgy

-Mm

s,

= R

Con esto , podemos sacar el trabajo de fe desde O o C medionte lo definicion , con dif= Rd® )
0%

C
W, = So&-a.f . ] [-w%8 -5 -Np+mgj] Ra0d
0:0

- c -
recordomos gque Fi es conservatia, luego W, = _LFrlr = Uo- Uc

D Wp,: L [—m%‘ - N¢ +mg ] Rde & - (Uo-Uc)
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Siguiendo, coleulamos los walores de Ug y Ue
Uo = Ulx-0, yr0): 3cotot+k
Ue: U (xR, y=R): 3¢ R’ + k
D Up-Ue: K- ($eR%+K) = -3crR*
luejo
; Vo Vol
w‘t“ ["“T = N¢ +m§ J Rde & +3cR
°
: 4
= J mg y- Rde -l-;'ck
(-]
v\otmos Que

'é{ 0 y =+ (sine@+cos08)
(e

WF;= So wﬁ(sino +¢cos 0 )Rdo +i|°R|I-

n

:MR ‘epY
9 c0s 6d6 +EGR

o

3
wqR siuel + 2Rt
°

mgR sing + Lcr*

Wp, = ™9 R+ cr*

* S lo gueremos hocer sélo con las P~P‘¢do~des , usomos Quzfz' es la unica fuerza no-comservativa
(ianomos N, pues sabemos que Wn= O )

D Wp = E&'Ei

Cowdicin inicial ©  Ei* Ki* Ujz Ki+ Ugi +Upy s tMWt+ 0+ 0 = fwwed
Condicion  final © O Epr KegtUp = K+ Ugs + Ugg * ill\"l'oli-ugki- -,‘ck"’
D Wg = gwedt s wgR+ $eRY - gt

Wr, = wmgR +i'ch'
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