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1 Resumen: Conceptos de ondas

Es importante el recordar que los campos eléctricos y magnéticos pueden ser representados mediante ecuaciones
de onda. Utilizando las ecuaciones de Maxwell-Heaviside se tiene:

0E
VxB= 60#05 (1)
Luego la ecuacion (1) se utilizard en lo siguiente. Utilizando las propiedades de los operadores se tendra:
Vx(VxB)=V(V-B)-V’B (2)
Vx(VxB)=-V’B (3)
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Con lo que se logra obtener la ecuacion de onda que permite describir el campo magnético, es importante notar
1

que ¢ = —z=s con ¢ la velocidad de la luz. De manera andloga para el campo eléctrico se tendra:
0%E
V2E — eopio—ry =0 9
€00 atQ ( )

Constante de propagaciéon: La constante de propagacion describe como las ondas electromagnéticas se propagan
y se atenian a medida que atraviesan el medio, donde existen dos parametros de interés

e a: Atenuacién del campo electromagnético en el medio. Es la parte real de la constante de propagacién.

e j3: Componente imaginaria de la constante de propagacién. Estd asociado con la variacién espacial de
la onda y se mide en radianes por unidad de longitud.

La expresion completa viene caracterizada por:

) . . N
y=jk=a+jf = jw M€'<1—J6,) (10)



Para la gran mayoria de ejercicios se considerara que los campos eléctricos y magnéticos son perpendiculares a
la direccion de propagacién y por tanto son representados tal que:

E = Bl iB) pivt 4 Erefe(a-i-jﬁ)ijt (11)

Donde se tendra una onda incidente FEj,. (proveniente de alguna fuente) y una onda reflejada E,.. ¥ (producto
del cambio de medio), asi como una posible onda transmitida que continuara en el otro medio, en caso de existir.
Ademsds, debemos considerar que la propagacion es en la direccion k. Sabemos que, debido a la notacién fasorial,
podemos expresar el rotor del campo eléctrico como:

V xE=—jwuH (12)
Lo que permite obtener el campo #H en funcién de £ como:
H=YnxE& (13)
Donde Y representa la admitancia del medio, la cual viene dada por:

Y =Yo/er (14)

€medio
= 15
0 ( )

Es importante recordar las expresiones asociadas a las condiciones de borde asi como de Potencia y energia
para los préximos ejercicios. Ademas de las siguientes identidades:

jz _ =iz Jjz —Jjz
¢ 27'6 cos(z) = cere” (16)
J

sin(z) = 5

También se ocupara la siguiente relacion entre la exponencial el seno y el coseno para simplificar las expresiones:
9 = cos(8) + j sin(h) (17)

el

Foérmula vector de Poynting: La densidad de potencia promedio en un medio es dada por:

= —

(§) = %Re(ﬁ « %) (18)



1. Sea el siguiente set de preguntas, responda de manera clara y precisa.

(a) Descripcién de la curva de histéresis en términos de H-B y dibujo del diagrama. ;Para qué tipo de
material estd descrita, lineal o no lineal?

(b) Ecuaciones de Maxwell en materiales lineales y con solucién arménica.
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Descripcién de la variable P (vista en clases). ;Qué significa y en qué situaciones no es aplicable?

—
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Orden de susceptibilidad magnética xym en metales comunes. Menciones dos materiales diamagnéticos
y dos paramagnéticos.

—~
@

) Qué es el punto de Curie?

—~
s
~—

. Que tipo de polarizacion emite un cuerpo negro (o blackbody)? De un ejemplo de cuerpo negro.

(g) Escriba una aproximacion a primer orden de la constante de propagacion para un buen conductor (es
decir o/(we) >> 1).

Solucion:

a) Describa la curva de histeresis en términos de H-B, dibuje el diagrama. ;Para que tipo
de material esta descrita, lineal o no lineal?

La curva de histéresis muestra la curva de magnetizacion de un material. Sea cual sea el material
especifico, la forma tiene caracteristicas similares.

e Al principio, la magnetizacion requiere un mayor esfuerzo eléctrico. Este intervalo es la llamada
zona reversible.

e En un determinado punto, la magnetizacion se produce de forma proporcional. En ese punto se
inicia la denominada zona lineal.

¢ Finalmente, se llega un instante a partir del cual, por mucha fuerza magnética que induzcamos
al material, ya no se magnetiza mas. Este es el llamado punto de induccién de saturacién, que
determina el inicio de la llamada zona de saturacién.

Esto es clave para el almacenamiento de datos como por ejemplo un disco duro. Su curva se caracteriza
por lo siguiente:
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1
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Figura 1: Esquema General




b) Escriba las Ecs. de Maxwell en materiales lineales y con solucién arménica.

Las soluciones armoénicas hacen referencias a soluciones del tipo sinusoidal que son las mas usadas en
relacién al electromagnetismo para la descripcién de los campos, ademads se utiliza la notasion fasorial
para la simplificacién matematica de estos campos, por lo que se tiene la siguiente consideracién:

E(r,t) = E(r)e*! (19)

Lo que permite entre otras cosas, es poder realizar el estudio de campo tanto en su parte geométrica
como temporal por separado, luego las ecuaciones de maxwell seran reescritas como

V-D=p Vx FE=—jwB
V-B=0 VxH=J+jwD

Permitiendo un mejor manejo de las expresiones

c) Describa la variable P (vista en clases), ;que significa y en que situaciones no es apli-
cable?

P es el momento dipolar por unidad de volumen y se define de la siguiente manera:

. 1 _dp
P Ay 2 gy (20)

con p y V el momento dipolar de alguna (macro)-molécula o dtomo y volumen en cuestién. P describe
la polarizaciéon de un sistema y esta bien descrita en materiales densos. En situaciones discretas no
representara a un sistema

d) ;Cual es el orden de susceptibilidad magnética x,, en metales comunes? Menciones dos
materiales diamagnéticos y dos paramagnéticos

Los materiales magnéticos se pueden clasificar en los siguientes:

e Los materiales diamagnéticos son débilmente magnéticos ( u, | 1), y responden ante estos campos
repeliéndolos. Entre los materiales diamagnéticos se encuentran el bismuto, la plata, el plomo y
el agua.

e Los materiales paramagnéticos son lo opuesto a los diamagnéticos (u, =~ 1), pues presentan un
magnetismo leve pero son atraidos por dichos campos. Si bien estos materiales son atraidos por
imanes, no se convierten en materiales permanentemente magnetizados. Algunos elementos de
esta categoria son el aire, el aluminio y el paladio.

e Los materiales ferromagnéticos son fuertemente magnéticos (u, i, 1), pues atraen con gran fuerza
a los campos magnéticos. Son elementos ferromagnéticos el hierro, el cobalto, el niquel y el acero.

Recordemos que la constante p se define como:

p=pio(1 + Xm) (21)

Por lo que de la siguiente tabla se pueden obtener conclusiones:




Diamagnético X Paramagnético

Xen

Bismuto —L6x 107" Oxigeno

Oro —34 % 107" Sodio

Plata —2.4 % 107°  Aluminio

Cobre —0.7 % 107%  Tungsteno

Apua —ax 107 Platino

Didxido de carbono  —1.2 x 107" QOxigeno liquido (—200°C)

Hidrégeno —2.2 % 107" QGadolinio

1.9 % 107"
8.5« 107"
2.1 % 1077
7.8 % 10°°
28 x 1074
3.9x10°°
4.8 x 107t

Figura 2: Esquema General

Donde los ordenes de ,, son usualmente del rango [1076 — 1074

e);Que es el punto de Curie?

fenémeno ocurre por un proceso de mecanica estadistica

negro.

conductor (es decir o/(we) >> 1).

La aproximacion es de la forma:

La magnetizacion de un material no solo dependera del campo aplicado B visto en la curva de Histeresis
de la pregunta anterior si no que también de la temperatura, por lo que nos centramos en el Punto
de Curie que es un fenémeno al cual un cuerpo que se comporta como un ferromagnético pierde
su magnetismo de manera abrupta comportidndose puramente como un material paramagnético este

f); Que tipo de polarizacion emite un cuerpo negr (o blackbody)? De un ejemplo de cuerpo

Un cuerpo negro emite en todas las polarizaciones, es decir no polarizado. El Sol.

Escriba una aproximacion a primer orden de la constante de propagacion para un buen

v = Viwu(o + jwe) = \/jwo',u <1 —i—jf) o/ Jwop = Jwpo Z45

2. Considere una onda plana en la figura 3, cuyo campo eléctrico tiene una magnitud Ej (refiriendose a la
amplitud Fy = E;’ ) v direccién g, incidiendo normalmente en una placa dieléctrica perfecta adosada a un
plano perfectamente conductor, como se indica la figura. Ademds considere que la frecuencia de operacion
es fo y el espesor de la placa dieléctrica es d = A/4, donde A es la longitud de onda dentro del dieléctrico.

(a) Determine los campos totales £(z) y H(z) en todas partes. Ademads, bosqueje [|E(2)] v || H(z)]|-

(b) Determine el coeficiente de reflexién I'(z) en z=-d

(c) Determine la densidad de potencia (Por unidad de area en el plano xy) incidente y reflejada para

cualquier z<-d.




7/ } \\\\\ TR

- v
NN\ :

% \\\\ ...........

-----------

L ]
T 1

d

Figura 3: Placa dieléctrica de dos medios.

Solucion:

(a) Se busca el obtener los campos £(z) y H(z) en todos los medios, se tendrda que analizar en cada
uno de estos, ademéds de analizar sus condiciones de borde:

Campo eléctrico Medio 1

E1(2) = (B;f e/Wotemhoz | prelwoteikozyg (23)

Campo eléctrico Medio 2

Eo(2) = (Ef elWole Mz 4 E;ejw"tejklz)/i\ (24)
Luego buscamos analizar las condiciones de borde por tanto se considera los casos en que z = -d
y z = 0.
Caso 1 &i(z=—d) =E3(z=—d)

Sabemos por condiciones de borde, que dichos campos eléctricos en la interfaz deberan ser iguales,
por lo que igualando se tiene que:

(E—l—ejwo 6]k0d+E engte ]kod) (E+€]wot6jk1d+E ejwote jkld) (25)

Notamos que la componente asociada a la frecuencia puede ser eliminada, por lo que reduciendo
la expresién (Muchas veces la omitiremos por el mismo motivo dado que entre medios su variante
temporal debe ser la misma).

(Efejkod + Efe_jkod) = (E;rejkld + E;e_jkld) (26)

Esta expresion, la ocuaremos luego para obtener las relaciones entre las amplitudes de los campos
eléctricos, primero ocuparemos la condicion de borde en z=0.

Caso 2 E3(2=0) =E3(2=0)




Se tendra una condicién de conductividad infinita, eso implicara que no existird onda transmitida
y por lo tanto se tendrd directamente que F3 = 0, es decir:

(B evete™ R0 + By elwoledh10) = By = 0 (27)
Ef +E; =0 (28)
Ef = —Ey (29)

Lo cual es consistente con el hecho de que no se esta transmitiendo campo eléctrico en el medio
3, por lo que las amplitudes incidente y reflejada deben ser iguales y por tanto no existe perdida.
Luego deberemos obtener mas ecuaciones para poder encontrar las expresiones particulares de los
campos eléctricos, esto se logra relacionando las ecuaciones de intensidad magnética, y teniendo
en consideracién que son perpendiculares:

Intensidad de campo magnético para ambos medios

o~

Hy = Yo(k) x (Ef e?te 770%)(3) 4+ Yo (—k) x (E; e/“otelk0?)(3) (30)

Dado que sabemos que la propagacién va en z, luego se tendrd que H deberd ir en 7, lo cual es
consistente con la expresion anterior:

M, — (%Ei{—ejwotefjkoz _ Y()El—ejwotejkoz)(;) (31)
Andlogamente se tiene que para el medio 2

Ho = (YlE;'ejw”te_jklZ — YlEQ_ejw"tejklz)(J) (32)

Bajo el mismo argumento anterior tendremos que las intensidades de campo magnético deberan
ser iguales y por lo tanto:

Caso 2 H1(z = —d) = Ha(z = —d) Utilizando la igualdad se obtiene que:

(YbEf_ejkod o YOEl—e—jkod) _ (YlEg_ejkld _ YlEQ_(i_jkld) (33)

Yo(Ejfettod — Breitody _yy (Efeitid — pye—ikidy — (34)

Dada la expresion general, nos enfocaremos en el caso particular d= \/4, por lo que reemplazando
sobre las ecuaciones anteriores y recordando que:

2
k=p== (35)
Luego
A 2r 0w
dhk=1"3"32 (36)

Por lo que tenemos que:

ety = +4j (37)




Por lo que reemplazando en la ecuacién (26) (con la relacién de los campos eléctricos) se obtiene:

Efj—E j=Ejj—Eyj (38)
Ef —E~ =Ef — E; (39)

Pero anteriormente se verifico que F, = —E;r , por lo que reemplazando tenemos:
Ef — E] =2Ef (40)

Por otro lado tenemos que para la intensidad de campo magnético y evaluando el valor obtenido
para las exponenciales complejas en z = d, se tiene que:

Yo(Ef &M — Breikod) = vy (Ef e/t — By emikid) (41)
Yo(E 1J+E1J) Yi(ES j + By j) (42)
Yo(Ef + E7) =Y1(ES + Ey) (43)
Yo(BY + By) =Y1(By +Ey) =0 (44)
Ef =-Ef (45)

Tenemos ademds que E;" = Ey por lo tanto:
Eo=—-FE; (46)

De esta forma,

Ef — E] =2Ef (47)
Eo+ Eo = 2E (48)
Eo = By (49)

Finalmente los campos seran de la siguiente forma (Utilizaremos las expresiones de seno y coseno
vistas en el resumen):

E1(z) = Ege 7*0* 4 Erelhoz (50)
= Ege k07 _ [ eikoz (51)
= Eo(e_jkoz — ejkoz) (52)
= —2jE0 sin(k:oz) (53)
Es(2) = Bfe M7 4 By etz (54)
_ E;—e—jklz - E;-ej/ﬂz (55)
= Bf (M - o) (56)
= —2jFEysin(k2) (57)

Por otro lado para la intensidad de campo magnético tenemos que:

Hi(2) = Yo B e /%% — Yy By elko* (58)
— YO Efe TR0 4 Yy By el (59)
= Yo(e %% + ) (60
= 2Yy Ey cos(koz) (61)




Ho(2) = Y1 Ef e 7517 — Yy Ey elh1? (62)
— Y, Ef e %07 4 Y| By et (63)
= Y1 Ep(e M7 4 efko) (64)
= 2Y1 Ep cos(k12) (65)

Con lo que se obtienen finalmente los campos £(z,t) y €(z,t) para ambos medios, luego graficando
tenemos lo siguiente:

Medio L Hedio 2 Medio 3
— E(2)
---- H(?3)

2E T

26 L. -

v

(b) Se busca determinar el coeficiente de reflexién en I',lo obtendremos de manera general (Es posible

obtenerlo directamente de lo visto anteriormente, pero por completitud se obtendré la expresién
general), por lo que volviendo sobre las ecuaciones anteriores:

(Byfet*od 4 Eremikod) = (B et 4 By emik1d) (66)
De las relaciones anteriores se obtiene (E, = Ej ),
(Bf ™! 4 Eremito?) = (Ey 1?4 By M) (67)
= 25 Ey sin(k1d) (68)
(Ef &%l - By e7ikody = 925 B sin(kd) (69)
En relacién a la intensidad de campo magnético.
YoEgel*d — Yy Er e Rod = oY Eif cos(k1d) (70)
Recordemos que el coeficiente de reflexion vendra dado por
e =2 ()
= g%_re_j%od (72)

Es por esto que nos interesa dejar esta relaciéon en términos de expresiones conocidas, en particular
de E| con respecto a Ey = ET , por lo que debemos despejar el termino reflejado (E; ) dividiendo
las ecuaciones anteriores, se obtiene lo siguiente:

Efeikod  pre=ikod 1
4 , = —jtan(kid 73
Y()(Eoeﬁkod _ E;e*ﬂ“od) Ylj Cm( 1 ) ( )




Luego despejando E; tendremos la siguiente expresion:

(Yejtgtnd) - 1)
(¥ejtgtind) +1)

E[ = Eyei?kod (74)

Que reemplazando sobre la ecuacién del coeficiente de reflexion:

I(z=d) = (%jtg(kld) _ 1> (75)
T (Ritetk +1)

Donde utilizando la siguiente relacion:

1 1
Y = — Y = —
°~ Z =7 (76)

Tal que la expresién:

_ JjZitg(kid) — Zy
JZitg(kid) + Zo

I'(z=d) (77)
Se obtiene una expresién muy util que se utilizara mas adelante (En la siguiente unidad), y nos da
una expresion que permite obtener el coeficiente de reflexién en cualquier punto que sea de interés,
por ahora nos reduciremos a evaluarla en d = A/4 por lo que se obtiene:

A iZitg(kag) — Zo

r(z = 2) = 2200t (79)
JjZitg(k13) + Zo

1 (79)

Luego, tendremos que cuando d = %, el modulo de las amplitudes del campo reflejado y transmitido
son iguales y en la misma fase con respecto a la onda incidente.

Se busca obtener la densidad de potencia (Por unidad de drea en plano zy) por tanto se utilizara
el vector de Poynting tal que:

1 -
P = 5Re(E1+ x H ")k (80)
_ 1 —jkoz 7koz
= 2Re(Eoe x Yo Epe?70%) (81)
1 2
= 5 Re(EgYo) (82)
1
= 5 E5Yo (83)

De manera similar tenemos que para la potencia reflejada:

1 _ % A 1
P = §R€(E1 x Hi " )(—k) = §Y0Eg (84)




	Resumen: Conceptos de ondas

