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1. Considere un condensador (capacitor) cuyo dieléctrico de permitividad e estd limitado por dos esferas
concéntricas de radios a y b y dos conos equipotenciales de semi dngulos 61 y 62 como se indica en la
figura 1:

(a) Obtenga el potencial V (r,0, ).

(b) Campo eléctrico E.

(c) Capacitancia C' a partir de la carga.
)

(d) Capacitancia C' a partir de la energia.

- Tr=a

Figura 1: Seccién transversal linea de transmision. Pregunta 1.

Solucion:

(a) Se busca obtener el potencial escalar eléctrico V. Se observa que es conveniente utilizar coordenadas
esféricas, ademads que el potencial eléctrico dependera solo de 6 y que tampoco existe densidad de
carga libre p, por lo tanto utilizaremos la ecuacién de Laplace:
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Debido a la dependencia en una sola componente para el potencial se tiene lo siguiente:
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V() = Aln (tan(6/2)) + B (5)




De tal manera se obtiene la forma del potencial eléctrico V. Luego debemos utilizar las condiciones
de borde para obtener las constantes que caracterizan este sistema, al ser solo un medio se simplifica
el calculo, para la primera condicién se tiene:

V(0 =6)=Vy=Aln(tan(6,/2)) + B (6)
Para la segunda condiciéon de borde:

V(0 =63) =0= Aln (tan(62/2)) + B (7)
Luego despejando las constantes obtenemos lo siguiente:
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Obteniendo la forma particular del V (9):
V(0) = Aln(tan(6/2)) + B (10)
_ Vo Vo
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Se busca obtener el potencial del campo eléctrico E el cual se puede obtener de manera directa
mediante el campo escalar eléctrico y el hecho de que E es conservativo, por tanto:

E=—-VV(0) (12)
Se deberd tener en cuenta que estamos en coordenadas esféricas por lo que tendremos lo siguiente:
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Finalmente se obtiene el campo eléctrico en base al potencial V', es importante notar que si bien el
potencial era una funcién de , el campo eléctrico no dependerd de esta sola componente necesari-
amente y podra depender de méas. Como es el caso obtenido, el cual dependera tanto de r como
de 6 tal que E(r,0).

(c) Se busca obtener la capacitancia C' en base a la carga, es importante notar que este término deberd
estar expresado en constantes geométricas del material y no en alguna dependencia de una variable
(puede ser un buen indicador para saber si el ejercicio esta correcto.)

C=-= (20)

Sabemos que la diferencia de potencial entre ambas placas corresponderda a AV =V, y también
que C' = %, utilizando el hecho de que la densidad de carga superficial serda equivalente al de-
splazamiento evaluado en esa superficie se tiene lo siguiente por Gauss (recordar relacién entre la
densidad superficial y el desplazamiento eléctrico):
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Como estamos en coordenadas esféricas y sabemos que el desplazamiento como el campo eléctrico
se encuentran en 0 luego da = rsin(#) dr d¢, por lo que:
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Finalmente se tendra que:
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(d) Se busca el obtener la capacitancia desde un punto de vista energético, esto se puede relacionar




con la siguiente expresion:
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indica que el ejercicio fue resuelto de manera correcta.
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Obteniendo la capacitancia desde la energia y desde la carga se obtiene el mismo resultado, lo que

2. Una densidad J = Jpz origina un potencial magnético vectorial en la figura 2:

— J .
Aziléf 0(3:2+y2)z

(a) Use la ecuacién de Poisson vectorial para comprobar el enunciado.

(b) Mediante A calcule el campo magnético B.

(c) Utilice J y la ley de Ampere para calcular nuevamente B, compare los resultados.

(g

N)

Figura 2: Campo magnético ilustrado para pregunta 2.

(32)

Solucion:

(a) Sea una densidad de corriente J= Jyz, el cual originard un potencial magnético. Este ltimo se
produce debido a las relaciones entre las ecuaciones de Maxwell-Heaviside y al hecho que V-B =0




(ecuacién ii, sin nombre), para un espacio bien definido permitird que B = V x A. Luego A estara
dado por:

— 10 J N
A= 20 4y)z (33)

Se comprobard que A es el potencial de J, mediante la siguiente relacién:
V2A = —poJy (34)

Realizando el andlisis por componente se tendra que el campo vectorial A tiene componentes solo
en z, esto se observa de manera directa

V2Ax = _MOJx (35)
V24, = oy (36)
V2A, = —uod, (37)

Donde A, =0y A, =0, a diferencia de la componente z. Calculando V2A tenemos que:
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V2A = +0 = —puoJo. (38)

Por tanto se comprueba finalmente que el campo vectorial A es el potencial de J.
(b) En base a lo anterior se busca obtener el campo magnético B mediante A.

B=VxA (39)

Para obtener el campo magnético se usara la siguiente relacién:
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Calculando el rotor se tiene lo siguiente:
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Obteniendo asi el campo magnético B mediante A.

(¢) Se busca obtener B mediante la ley de Ampere, para ello se tiene lo siguiente:
7{ B - dl = piolunc (44)
C

/ J-da= I (45)
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Dada la geometria que presenta el sistema, es conveniente utilizar coordenadas cilindricas con una

circunferencia de radio 7.
7{B -dl = / 1odo da (46)
C S

27 27 T
B /O rdf = oo /0 /0 r(dr)(d6) (47)
B(2nr) = poJomr? (48)

Jor ~
B = M0’y (49)
2
Se observa ademds que es equivalente al anterior, esto se logra demostrar realizando un cambio de

coordenadas conveniente.

—poJo

B =
2
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Realizando el cambio a coordenadas cilindricas tenemos lo siguiente:

B— ‘“20‘]0 [ sin(6)@ — r cos(0)g] = ‘“’gJO’“ [sin(6)& — cos(0)5] = “0‘270’“5. (51)

3. Dos barras macizas de seccidn rectangular se alinean tal que las caras proximas entre las barras son planas y
oblicuas, formando los diferentes angulos mostrados en la figura 3 y con una diferencia de potencial escalar
magnético IN. Las caras oblicuas son de longitud L y ancho b. El espacio entre las caras oblicuas se llena
con dos materiales de constantes magnéticas p; y po se debe obtener lo siguiente:

(a) Obtenga una expresién explicita para el potencial escalar magnético V,,, asi como para H; (i = 1,2)
en los diferentes medios.

(b) Obtenga el valor de la inductancia (considere que la corriente I es producida por un devanado tal que
pueda utilizar la expresién conocida).

(c) Obtenga la energia magnética total del sistema.




Figura 3: Esquema pregunta 3. El bosquejo de la derecha estd compuesto de dos materiales (destacado con azul y rojo).
La seccion de la izquierda muestra el material en tres dimensiones, y la derecha muestra la distribucién angular del corte.

Solucion:

(a) Dado el esquema se considerard una equivalencia a una fuente de voltaje desde el punto de
vista magnético, lo que permitird generar asi un potencial escalar magnético entre ambos medios
y por tanto el definir un H; y Hs, luego:

H, = -VV,, (52)

De esta manera se debe encontrar la expresion para el potencial magnético. Ademads, analizar
qué direccion presentara este y qué tipo de coordenadas es el adecuado para trabajar. Dada la
geometria lo mas recomendado a utilizar es coordenadas cilindricas y que el potencial dependa solo
de Vini(r, 0, 2) = Vini(0), luego se tendra:

1 [ 0?V
2y . N LU
VVini(0) 2 < 502 ) 0 (53)
Luego encontramos una expresion general para dicho campo magnético, tal que:
1 [ 0*Vy

r2 ( 062 ) =0 (54)

0*Vii
502 0 (55)

OVini
=A 56
50 (56)
Vimi(0) = A6 + B (57)

Se debe considerar los dos medios que presentes, por tanto:

Vin1(0) = A0+ B (58)

Vin2(0) = CO+ D (59)
Encontradas las ecuaciones generales para el potencial magnético, se ocuparan las condiciones de
borde para encontrar las constantes que caracterizan el sistema.

Condicioén para 0 = o

le(ﬁ = 0(1) =NI=Ax; + B (60)

Condicion para 6 = 0

V20 =0)=C-0+D=0 (61)

Condicién de continuidad para 6 = oo




Vm1(9 = 062) = Vm2(9 = 0(2) (62)

Condiciones de borde entre ambos medios

H1 = —VVm1§ H2 = _vvm2§ (63)
. 1 8Vm1 -~ . 1 anQ Y
__r<80>0 __7“<89>9 (64)
1 ~ 1 -~
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Luego por condiciones de borde tenemos:
Bi = By (66)

Dado a que todo el campo magnético va solo en la componente normal se logra simplificar a lo
siguiente:

B; = B, (67)
Bip1 = Bapuo (68)
1 1
——Ap = —~Cuz (69)
T T
Apy = Cus (70)

Con lo que se obtienen las 4 incégnitas que permiten el despeje para una expresién explicita del
potencial escalar magnético para ambos medios, por tanto despejando las constantes se tiene que:
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Finalmente se obtiene las expresiones explicitas para los campos tal que:
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(b) Se busca obtener la inductancia del sistema, la cual viene dada por:

P
L=N-2 (79)
1
Ademsds, es importante destacar que el flujo magnético, ® g, serd equivalente para ambos materiales
debido a las condiciones de borde By = Bs, por lo que serd equivalente calcularla para un medio
u otro, donde se tiene lo siguiente:
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Con lo que se logra verificar la equivalencia entre utilizar B; o B, con lo que reemplazando sobre
la expresién de la inductancia se tendra:
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(c) Se busca obtener la energia total del sistema, para ello se debe considerar la energia en ambos
medios, por lo que se tiene lo siguiente:

1




Dado que queremos la energia en un volumen, luego integramos definiendo sus limites de integracién
como:

1
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De manera analoga tenemos que la energia en el otro medio vendra dado por lo siguiente:

Wy = %M / Hy(r)? d (100)
%
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Con lo que finalmente se puede obtener la energia total del sistema, la cual serd la suma de ambas.




