


P1. Encuentre los puntos extremos de f : R*/{(0,0,0,0)} — R dada por:

f(.r.y.:.u]:.1‘+%+§—%—Tl‘
Calcolamos gradien"e de :
£(x,Y4,2,0)= xvrJd + 2 U |
X Z U

-9 4 Al
] 4 7
-af -4 _ 4
ay 2 U=



Remplag)cm do :

A= {4 -Yr x>
/% — 2/d?

1’y - U/Z*

\1/2 -1/ U2

iMPOne\MOS COY\O“C\.OY\ cle PUY\‘\'O C’(-l‘l'.\ cO

V£ (Xe) =0
Se obtiene el Gisteme
I — Y/X* =0 /X?
I/x - 2/4* =0 [X)®
/Y- V/z* =0 [}2*
Me-dpr =0 /U2

Xz'-')/::o —D Xzzg— (4)
J7-Xz=0 (2)
27-UyY =0 (3)



U?- z2=0 — U%=2z (1)
Tenemos que vesolvey el Sisteme. !
— (1) en (2)
X (X3—2) =0
(x3=2) =5

U3—->/ = 0
0* -y
Pevo y = X*



Juntando  las lexpresbnes obtenidas °
U= X"
— Remplazando
(Xa/z) 3 4 X’-
Xé/g- = X2
X3- X* =0
X*(X-1)=0
X =1
Come X =1, enlonces :

Y ={ 2 =0U=/

/

PO»’ lo que el pun%o critico es

(1,4, 4, 1)



parc. e\llo estudiaremas H.

Culewlamos  2de.  devivado !

f - Y 2°F - U
AX? X Z* 23
s B _ 2
ag* g3 auz U3

" 2da  denivada cruzadas

azi: = &ZJL_ = -:_4__
MY  dJaX X*
2L =2 =0
AXaz  2Z2AX
ﬂ_ = _OQ,ZJL__ = O
AX2AU 2V X

a S |37 [ 21
292 Az 9

gz_/__ = Q{?-J_ . O
290 304




2f - A%

220 3VdY
It [ 3%
2220 gualz

—> hessianc

H = ?ég_

XB
|

14|

X-‘L

®)

O
—> evalvando
H“)!;)’,") T

\

—

eY\ (41414/‘,)
2 —1 0




Ana\33umoé Qi €5 mimmo o qul'mo,
udiliunde  metodo menor principal.

— nola /*;’3_—1
Hu44) = [ 2 -4 0 O
-1 2 -1 0
O -4 2 -1
0 Q -] A
| - J —— —
l1

}455 (PYOP- CCA\CU‘OY de-}ermir)unjres)
il =2 >0

’Hl): 9_ _4}:3>O
I

lHa‘:: A -4 O '-:q?O
-1 2 -1
0O -1 A

[Hyl = (2 -1 0 0]-5 >0
-~ 2 -1 0
0 -1 2 -1
O O A4 &

Como |Hil|l>0 VYA

—

(4/ 1,1,1) es M I mo |oca\.



P2. Encuentre los puntos extremos de la siguiente funcion:

flz,y) =z +y* — 222 — 29 + 41
. Y, [ Y

— Calculamos 3vadien¥e |

Vi o= af/ax)=( 1X3 - Y4X +uy)

23y ] 1493 -4y +ux
—> \'mPonemQ'j condicion PJFO-CTH‘\.CO
vV £ (Xo) = 0

o gue nos da el sistemer

Uy *-4yx +44 =0 (1)
qg““iy tYx =0  (2)

— Resolvemos @ sisdemq

- (4) | F (2)
Ux s + 4y3 =0
| (X =[=F] [ 13]
- (3) en (1)



Uy 3 -4x -4X =0
X 2-2X

X{XT-2)=0

o 2ve vos do Lopuones
X=0 VvV X=<£{2

As'\, 0 s punjros Cridicos  Som

(0,0) , (VX,-v&) , [(-vZ,Vz)

— Ahora buscumos clas.i]H éa1105\,
pavo  eso Usamos hessiana

- 2% - )ax=y

aLxX*
A4 = 12yl
qY =
- f = g% =4
axa ) | 61351)(

7 es Poll'vxovm'o ,asi gue es C~



Rem plens anclo

iaiasaients

—> E\IOL\UOYY\OS Cuda P+o cf\jr\lco
Pa.t o c\asi]cl'cm)o :

1. H(0,0) = (-—qq -‘;)

det(H(0,0)) = 16-16 =0
o basta por concluyy |
¢ Que hacemos ahora
une. foyma de anahzur es fo Jnsfecclbh

L>An&l13'amos Zonus ceyxcanas oJ Pun\'u
critico

See. >0 A NYO (mua Pe_q,)e.?\o)
« flnh) = W 4R -2k - 2h U
= 1h" >0



- {(hi0) = h'+0-2h*-0 +0
= h2(h?-2) <O

ga que hé (-—F,Jﬁ\ Po‘ gue 5o

anahf,ahomos oty o pwlo CY'ljrl'co.

Cqmo ambos cuminos tenen compor-lam\émlos
di sfintos

.~ (0,0) es purHo Silla.l
2 H{*{z.t2) = ( 0 Y )

Y A0
det (H(*Vz,x{2) = 400 - 16>0
622‘(’ = &O > (
LY*

L, -{z) (-T2 T2 son

m inimos |






P2. Determine los maximos, minimos y puntos sillas de:

"y Y 9 Py
f(z,y) = (ax” + by“)e " ¥ con a,b > 0 constantes.

4w a¥b
— Calculamos ?vad\évﬂ'e"

a4t - %Xe__(xwl)_“(ax,+,932)e-cx=+3‘)
X
X2+ _[(X2 ")
- akae'( élg 0 X* by e (K4

3

T facjror'gando ;

jmponemos  condicion  de pquJrO ok ¢o

v]c:(gn( e~ (X +Y7) (o\-(a)(z«\oga)) 5:( 0 )
a&ae‘(xljf?jz)(lo'{axl’fbyz)) 0



o que Nnos do € sistema

ay e~ () o (aX*3by?)) = 0
2ue-U7+) (- (ax>1by?)) =0
Simpligiando (Ya gue € #0 4 1 +0)
Y (a - (ax2+by?)) =0
9 (b - (ax*+hky?) =0

s como no sabemos los valores de o
A b, no huy ona unica Solucion al
onblema\

¢ Que hacemos endonces P

‘(’\raba()'amos por (150 \
Caso 4] 4 =0 2 X=0

& P¥0 crikico es  (0/0)



05 puntos criticos Son-
(0,4) A [0, -4}

Casp 3] 4 =0 G -ax*=0
K2=1 — X

\og pun’ros criticos Son
(410\ A (“410}
Caso 4] @ -0x*-by*=0 b-ax*-by*:0

9 o +b —mo hw& 5olucion
6|'Q=b ——->x2.l.<.17—=¥
Pem €5 mfaclr ble Pot

enonaiado |




louscamos  hessiana ‘

- 2*f = 26_“ k )(a+ 2ax”—5a¥‘+lbngz—by’)
aX*

3‘3;7[ J &e"[)(z.;-yz)(b_l_ Qby v _55; z_'_ezaxzaz_axs)
LK

2 L2 leye-(x:+3=)(axl_q+b;z_b\
ax3y 343X

o esto gracias Q C_;UQ es clase c*

If)or Y § ComloMaCIbn dé /Joh'momio oy
exPonendal!
Asi ¢ ( 7%
&‘J £
H = a’é Ax2'Y
af  2f
3y o'l*(j’

— Pare dlasificay 105 puntos andli zames
! hessiana punto por Pun‘ro.



4_]_ Punjro'- (0,0)
H(o;0\=(2q o)

o b

Como 5e }iene :

[H(0,0)] = doh >0 4 __6_13 = o >0
XK *

= (0,0} es mimmo loca.).

QJ Punh)s-' (0,4) A [0,-14)
L H(0,1) = Hl(o,-1) ) por o que bes b

av\ah'sow uno-

Hion) = ( 2 (a-b) O
0 -4pe™

Calculando  deteyminante

[H(o/4)) = 2e" (a-b) - Ybe

L, Tenemos & cusos



Caso 1: a <l

(H(01)] >0 AR = &e“(a—b)éo
A X?

o (0,2)* (0,-1) Son max.
Caso 2 b2 a
[H (o) <0
" (0)4) 4 (0,-1) Son ponto silla.
3| Puntos: (4,0) 4 (-1,0)

= basl-o amlfsar Uno 510 que H{0) = H(-—4,o\

H(hO\ ':‘("%Qe-'l O
0 e (b-a)
[H(1,0)] = -Yae™ 2e7"(b-c)

> puevawmente, lna; que  Ponervos en
caps |

C(J.ao"’ L)SO&



IH(1.0) >0 4 @ = -Yae'<¢0
T ey N

~(1,0) 2 (-1,0) Son maximo .







P4. Sea f:R? — R definida por:

f{f T/) —— va(—,*.!.

(a) Encuentre los puntos criticos de f(z,y) v determine si son minimos locales, maximos locales
o puntos silla.

(b) Demuestre que:
lim fl(z,y) =0

|I(z,y)|[—oc

(¢) Concluya que la funcion alcanza su maximo y minimo, caleilelos.

V\o#u‘ me Sancwe |l ex ‘I.CaCl.O}’\ de}anad&
de cada @so (Ko en ):vaes espec' oS
Yo e lo magorio\ Son 'nguales al ejeracio
an}eyior.

v £ (x4 ( ye* Ty x’é)@"":a:)
Ye ¥ 3% -29=xe-*"d

!
vf{(x,4) =0
_ z_az 2 L 2__37— _ O
ye S -axide
Xe"xz'az, lgz.)\e-—)( "32' = O

Simplificando  Se obtiene € 5ig siskema. a
resolvey

>3- o 0
X - 2Y*X =0 (1)

L vo ge poede resdver !
hcpa gue Ponerse. en Cas0s.



de (1) Se liene :

4(1 - 2x*) =0
Caso 1. ‘8=O

(ue%o, Pof(9~\ X-2(0)" X0 = X =p

Fun\-o cyitico A = (010)7

e

Caso 2. (1 -2¥2)=0 —= X*= 1/

X=*_%
V2
Remplazando en (1) :
: X:_\@_
2
2 292z =0
> J

1 -29*=0 — ¢771{2

2 obtienen ;Lp’ros criicos :
(&, 2)« (2,-)




. X:: "Q
W)
-z 2972 _g
L =y

—1 t29* =0 —

Q¢
\y
1+

Ny

5.4) - (5

- A

S5e obh'enen ZPJros Cn'}'l'wb "

-{2

—_—

.

)

—> Resumiendo :

los Pjros.chlr[cos encontrados Gon:

PC4 : (010)




los daS{Jt'\ camos |

L> Clasi]ct'cave \os l/)rimeros ) los demas Son
an a\oaos g

buscamos hessiona

Helat ok

AXE axay
ot ot
T

3t . -exge X ayxiye Y

AN
S EE ol ¢ e“xz"az-(— 243X e_xz_az’
YU AN 2 Por Sex exp- cm Polinomio.
202 aYax

} e—txz-‘a‘).“ ] 292-’9.3(2'“{)(231)

»

5 evaluamos Ponjfo a PUM(Jl



©,0)]  H(oo) ‘“) 2\))

Calewlamos valores propias -
| Hlo,0) =ML =0

— l—)\ 41 = )*-1 =0
1 =A

A= Al [AF F 1
= (0,0) es Punjro Silla |

L8] WE.G)(2et o

[H(%8)-AT]| =0

—26-4 --/\ 04 I :O
O )

—

[-ae'=x}" =0 » —ge-1-) =0
)M:? - ’028’1 < (

.'.(_\f_?_,fz)es max local
2 & 2






X9 _ —X*=-Y?
0 < |xge” | = (xYle ™’ (a).uxnltxuaz
< x5ay? e-k"-¢?
3

c(x*+42)e”"

|uego tendremos que

’fm U(:-_\_y'l).e_xz_a:- 15
x, )1\ =00

30\ qrue es de quorma L
[im X e X

X—2p0
f\'nolmen)re pot sandwich Se conc(uge=

C. Se tiene que
: (010) —> P‘\'O Si‘\o\,

' ( V2 ] E:_) — mMaoXimo.

& &

——

) (.—_vl:;:l = ﬁ) - maXimo.
d L



( 0{4_—. ﬂ) —> yninimo.

S

‘ (_3_-_ E_) — minimo .
pl

oL

Como se lene que -

[im £X ) =

||(X.8)n —»

‘0\ j—UY\C‘\On Se eS—]-Cl)OI']\?)O\ en los extremos

L AHERT 1g

(M) > £(A)  YAeR®

A A m clR® +g

f(m) ¢ £[B) ¥R ER?

por lo que, a\?un Mo Ximo

en g maximo

, comd en este caso los
Min I\é)max Son 6!YY\E"I’Y)C03

I()('O { CoYres Pon

9]

minimo
pom



__{"2) r —
( 2 ;) " (i"g) Son min. globd/
0 (ﬁ‘ l(_?; N -z

e R R

Querte en Sy estudio|

Mo oliden descans
or

ﬂ:ﬂ Anvmo |



P5. Encuentre los puntos criticos de la funcion f(z,y) v clasifiquelos segun corresponda.
flz,y) =y + cos(z +y)

- . _ . D«
la funcion alcanza minimo o maximo global en R=?

_DAPIiCando condicion de Prlmer orden
V{ =0

—> Calcu‘o\mos grad iente

3
2 X Sen (Xtd)

' % = 29 - Sen(X+)
obtenemos asi €l Siguiemle sistemo -
=Sen (x+Y) =0 (4]
A = Sen(x+4)=0  (2)
rempla3ando  (4) en (&)
8 =0
|Ueao ,de (1)
Sen (X) =0



Como beno €5 funcion ’)eflé)diCO\
X= RTT Kel
los Pumlos cfiticos son (KTI’,OS

— C[a& lcamos P}os criticos  Con
(_\’\’(eno e T,Ld orden hesslanas

* 3% = -cos(x+9)

X

24 = EL-’Cos(X+9)

& L
- a3 - 2% = —cos(x+y)
Yy ayax

L> 5chwart3 pues fes C%

—2 Aymamos hessiana

—Cos (X+9)  — Cos(x+g) ]

He (x4 =
- Cos(x+4) %= Cos(x+y))




al eyalvar en (KTT,0) lo hessiana
Tomayao Ual_ores distinos éegun a K
es par o Impay .l

—> evaluando \f\e$6\dn0\ "
— (1)K - (-1)%
.L"(“")K &‘("’)KJ

—>)05 Separamos en Cusos

H]((V\n—lo) =

* Caso 1 K Pa\r

1

H{(Kﬂ’, 0)=

U+'\\'|3cmcio criterio del dejterm'manjre
ded (V¢ (Um0)) = -2
Como det e neao}i\/o

(U1, 0) con K paves punto silla



. Caso A 'Kirnpar'

H)L(K)’HO) =

Tenemos

dejr(Hjt(Kan)) L >0

| *"."> ‘es dedo e\ .8TOL!r\co Pmra c,omprobacuon \Ii.sw\.:




- . . s 2 . - . 2 2
P6. Encuentre el valor de la distancia minima en R“ entre la circunferencia == + y* = 1 y la recta
r+y=2
. v . . . . s -9 . - .
Hint:Considere la distancia euclidiana en RB“ como una funcion de cuatro variables.

—2 ane\ro modelamos 9’ Prob[em&,
d@ue Se L)QS(O.Q A

N

me'miaao

AR

¥

 Omamos ELPuanos con\/en'\em'es J6eo»f

N

’ (XA,(JH €E a lo clrcunferenda.

: (Xz,gz) e a o reclo.
T NV

‘o\ distoncia Vendra doda Por

J ((XMBA),(X’LISD) _—_\\( X 1 ’Xixzf(gzl"yz)ﬂ




luego, ol onlo\ema s5ero.

min \&(X/\’xi)zf(gll—y:.)zj
5o 4%+ a” = A
XZ “'gg_ £ L

Y\O%umob q\)e odemos ‘)Yaloa&ar con €
Droblema. ! equiolente

min  (Xa=X2) € (Ya-4)?
5. o YaZ +da ==
Xz +Y, =2
Pues lo roi3g es creciente _| |
[Tyohejovemos con el Prolo\emo eqquL\eHe
40 Que €s masg sencillo )
Z—> definmos
F(XoXa40,%0) = (Xa-Ka) +(Ya-4, )2
(X Xa4a %)= Yu* +9r* =4

3&()(4,)(9..‘34,%9.)-'— X2 +9, =2



—> AP\icumos laamnaei
Vf = \734 + )\1731.

—> Calculamos cado. amd‘\em[e
24/, /zz(x4~xz)
V= at/axa | =]-2 (X1 - Xa)

af/ay (91 - d2)
24/8Ya| |-2(Y4-Ya)

0 {
Y1 0
o A |

VQF/EUH) Vﬁz:(o‘

—> Rempluzondo

/gz(x,-—xg_) [ AXs 0
A (Ya-Xa)|= M | 0 [+ Xa [ 4
(Y1 -3 2) 24K 0
rl(%v‘da—) O A

L’> Esto nos da U e(uac'lones,] alas que

Se Suman las ecuaciones 94 2
dando un sislema 6 X6 8 d 8

l



— 2 nos ﬂueda el \gu'\en’re 5i5tema :
1) 2(X1-X2)= LM M

)

1) —a(X1-Xa)= Az
3) a(Ys-Ya)= 2 MY
Y) -

5) XaZ4Y.r =

6) )(sLJr‘éa: L

S el Sislema ))osee 6o|ucs0n|
éincongras 6 ecvoClONes )

[Profﬂ resolvey el Sistemal
Ge obtiene

345_‘!'_1_ 34-:?(4



Se {iene ev\)romes
(Xi,\ai): (4, 4)
Pero & opciones para (X1,Y4) \

(L _&.J v (22

iz 'z iz ' [z

L—> e\la\uamos aYn‘Oaﬁ 0pa'oneé o la di&lanclﬁ
avo. hallay o menov

(-

() (e o

. los Pun’ros que Mmnimizan la

distancia Son-

(—\-]%/-\l%) N (/]14)



P7. Encuentre los puntos maximos y minimos de la funcién:

.f('r- U. :) fr— 4_1} _ 2:

en la region definida como la interseccion del plano 2r — y — 2z = 2

el Prob‘ema Se mode|a como
min U9 -22
.o dX —3-2=1
X7 +Y?-

—> de{immos funciones auXiliayes
{(X4,2) = U34-2=
9a(X,9,8l = 2X=9-2-2
9a(XJ2) = X +ry*—1

—> AP\icamos condicion | de lagmnéte:

Vi =MVHt vy
G Calwlamos cada 8mdiev\-\e:

o



g

— Pemplo acmdo :

HIRER

C
> A esto, le sumamos los ec de gq 9 G,
lo cual nos da el Siguiente ﬁiﬁa(tma:

A 0= QX + AN X
L Y=-x1t2am}
3. =1 = — M

42X~ J-T-2=0
5. X1+4Y*~1 =0



[PVOFJ Reso\ver e) gisiemao.

Se o|ojrienev\ los 9'\3Uievﬂes Puvr\os -'
'(X4,34,24)=(-’l -9 - 1)

03 \ha SR
.(xa,gi,uh({% ﬁ%’ x l)

>Pam Sa\oer cual es mo. X /3 (.ua| mn
evaluamos en la T/unclon

A L(Xa,d1,24)7 U+ 26
fire T

1. f(Xx,‘Ja_,%aJ"' - db
{13
. Se ten olm que:

(X4, 94, 21) — moeximo

(KQ., 31 I 7/9.) —> minimo



. . . 3 2 - » .
P8. Considere la funcion f : R° +— R definida por:

, - ¢ ) A
flz,y) =e""Y(z° + y°)
Encuentre los valores minimos y maximos de la funcion sobre la region R definida por:

R = {(.r. y) € R? | r? + ”-_) < 1}
L> nos dividivemas en 2 cosos.
1.punios “al intevior ! ( X* +Y*< 1)

2. Purﬂ'os Uen la fron-}em“ (X*+ J ==F)

PfAHCi'- Pun‘tos al \Linlreriovu
> Qe -LraXoad'o. como op-li Stn Yeslrriccl'on

—> Condicion, de primey ordeny
Vf =0

at - e X4 ()(‘+*E,7-§ raxe*’d
IX

af
99

V(X Y) =

,ex“é(x’%al) + g}a e"'?

i

eXTd(x*+y?) +3.><e“"<1)
-e X4 (X*+y?) r2y e X0



—> Ge Yendra el Sistema:
{ eXd(X*+y?) +axeX ¥ =0
eXq (x*+y*) r2yeXd =0
Como €*°%¢ 40 , gedendva
(X*+4Y*)+ 2X =0 (1)
(*(x%gzh;}j =0 (2)
haciendo (1) + (2)
AX *3d4 =0
X+3 =0
-4
Remplazando en (1)
((4)*+ Y4*-2-4-e7d=0
24*-24 =0
9(4-1)=0



Caso 1 3 =0
tomg X="% —> X=0
el Pun’ro witico es
Pa = (0, 0
Casod 34-4=0 —> 94=1
como X=-¢4 —7 X=-1
~ el punto critico €5
Pa.’(‘h’l\

—> Verificwmos gue log Pun3ros wmplay
la restyiccion :

X’+jzé4
pa = (0,0
X*+4%= 0%+0%20 ¢4
Pa=(-1,4)]

X4y *= (-4) ¢ (1) 7= 2> X



. e‘ unic_o Pun*o que wmp\e 1&
vestricoon $eva

P4 = (0,0 )
- C\asi]ticomos vsando hessl'ano\

e* (X +Y +ux+2) _.c"“ii(xu;]uzx—za))
T (-e"'tl(xﬂg‘ux-:zn) e X (X*Y2-Y4+2)

evaluando ewn P4 =(0,0)

L O
- | )
0 2
Se tiene gue -
Hl= 4 >0

Q:_:.EZ =2 20
& X

T e\ Punlro (0,03 es mmnimo ]oCal



POYJtC Al PUY\}IOS "en la +YOY1‘\'€VO. N

L> Se }yobadn con \ucarcmcde

—r> de+s'n\mos lag 7lum(.'s()\r\es
f(04) = e*3(x>+y>)
g 9)= X*+y*-1
—> vemplaar en el Ia?m\n?e
k= f- )4
L (X Y0) = X a(x Y- M(X7+y™=4)
— AP\ich condicion
Vhk =0

b e*d (XY™ 2X) — INX
A X

L - 2 g2\— 2)
4L = eXiay-x=9)7 2N
QL :—(Xz-\"-(']z—jl)

ax



[ eX0 (X* Y2 2X) — 2AX
ASE ex“a(a(g-—x"—gz)-— 224
\'(XI*UZ—AJ /

\o Que “evo\ a\ S'\sxema(VL=O)

e ¥ (Xx* Y 2X) = INX =0 ()
eX*?(Q%_xl—‘Jz)*lAj =0 (2)
—(x’»c‘a’--fl) = 0 (3)

hacemos (1) + (&)
ex-d(ax+ay)-aNx+Y) =0
eX 4 (X+g)-M(Xx+Y) =0
(x+4)(eX9-)\) =0
> Aqui hm‘l gue dividivnos
5

po r Cos



Caso A (X t=-A]=0
eX-4 =X\

Yemp\aacmdo en (1) OHenemos
X*+9*=0

Pero de (3) tenemos
X *+Y ==/

Como o eyiste (% Y) que comple ambos
ecua ctones o la ves

“no ha untos CYE-hCOS aYQ
eﬂej Jso \. f

Caso & (X’f'a)'—’O

ZEE

vemplazando en (3)
(X*vg2-4) = 0

[-9)"+94 7 =4



bd’--_-_

Y=
y=zx[1=x12
> 5

Como X =-9 los PUY\'\'OS ¢riticos Sow
()
(-2 Nz

Py "( 2 | =2l )

Como tenemos una{unaion contimue
Sobre un compacto

Soeyiste mo-ximo " MiNnimo

Lo Bosjro. con evaluaY Pcnra 501961(
{ ( \’_;2-'- ;’E) = eﬁ'

2

(%

-—-——-) ——

8

.j[(—\ra’. E =



] {(O:O) =0
“ (010) € minimo ¥ (\_@_,*%) es
2

MAX)Y YN ¥



P9. Sean a,b, ¢ angulos interiores de un triangulo, demuestre que:

: i by . c 1
Sen (E) Sen (—)) Sen (‘—> < -
2, 2 2 8

Util:Recordar el resultado de la sumatoria de los angulos interiores de un triangulo cualquiera.

Cs
emos aordarle cwmo un problema
i P

primzacion |
Tal que 51, al moXimiar
g b C
56\/\(.5:) Sen(a_) Sen( 1) 4
aun esla.  acwtade por 5 ,entonces

Se {endra pora tode tvio a,b,c
de an%vl 5 inteviores de un%ian%u\o

—>  deyinl endo

- q =b 2=C
X= 4 d > <

TEY\dYEW\OS el P\(O\O\QW\(A egru{va\e\mLe

may — Sen(X)sen(Y) 9en (2 )

. +4+2-1T =0
5.0 X+ =



dej(imendo lws J(mncujvnczs
£ (%3,2)= Gen(X) Sen(y) sen ()

- X
(X, ,2)1= X +Yt L

— > Plaaneumos Iag range

v‘{f)\\73 =0

cos(x) Sen(Y)oen(2) A O
Sen(X) Cos(d)sen@ | t M 4] =[©
Sen (X) Sen(y) os(2) 1 0

Como X,Z},E Son log an \)\06
Inteviores de on +n'omgulo, los
Cus05

X=0 V 4=0V 7=0

X7 w| Gi=01 g Z=]1T
a1 Y 9]

no Son ]Ca clfbles ),3066 5e }UeYo‘eYlO
| & Jugum, A Si

X, 9,2 € (o, /&)



Ademas , se tendra el sistemec
N costx)Sen(Y)sen(2) + ) =0
2. Sen(X) (os(g)sen(T) t A =0
3. Sen(X) Gen(y)os(2y + A =0
M Xt Qte-1/e =0
(ProP] vesolvey el sigstema ]
e oObtiene
(x,9,2)=( /6, 11/6, /s )
|U€80

Sev\{%) 56”(,2:) Qen/%) :._é,

Como €| moximo Sigue cumpliendo
la i

e tiene lo Pedido _l



P10. Se tiene el sieuiente molde para hacer cajas: Tal que el lareo es 36cm v el ancho 27cm.

Figura 1: Molde caja

Cuales deben ser los parametros para que la caja sea lo mas grande posible?

—> model amos e Ffoblema

= Vemos gue |o que e busca maximizay
es el Volumen, es deciv

\V=XY2
- €} \uvao debe er 36 em.
L2 + X = 36
- el ancho debe %y 23 cm
Gt AR



—>| ¢l Pro‘o\e\m& g'ueda’-

mao.x A2
.o 12 +IX-36=0
¢ t23-23=0

—— UJr(||'3uv\do Jiuvxc,fones ouXiliares :
£O%9,2) = XYZ
9a(X, 9, 2) = 22+ AX-36
9a(X,4,2) = Y+22-27 =0

—> Plan+eondo lagmnge :

V{3 MYVGa*raVga =0
> Caleolamos 8vac1ien¥es

v (1
x93



0 :-"2

YV Y4 .

L

- V9,=/(0
gz M

oL

— Qemp\a3omdo ‘
(3% 2) (0) 0
XZ\ + MO |t A 4] = (O )
X d 2 o ®
L Comando o esio g " gz

obienemos el Sisdema:

/g%+ax4=o ()
Xt + A =0 (2)
«X%*&j4+axl=o (3)
AT 4 AX=-36=0 (4)

U +adz-dt=0 (5)



69 0'0“ lenen Elp%s CY.A\'COS :
(X140, 20) = (18-, 6-3715, &1 3{\’3)
R L

(Xz,({)a_,z:ﬂ =('5+ 3{13 ,6-‘-3\[6,%"3\{%)
-8

2
notamos que
X120 Ja €0 £1>0
—> el volumen Yenerado por
(X4, 94, 24) es5 negativo \
Pot lo gue Se descurta.
Pov otvo lado :
X2 >0 J2 20 2270

el \/o[umen MaXimo  Sero Con

(Ki, az, ?,:L)



P11. Consideremos la integral doble

/f rsin(ry)dA
R

R={(z,y)|[0<z<m1<y<2}

sobre la region
1. Exprese la integral doble de dos maneras diferentes.

2. Analice si evaluar la integral doble de una forma es mas facil que la otra y por qué.

3. Evwalte la integral.

— Se lienen los limides de 'chegrac.ion
0 £ X1
A EYed

0. basta con expresay Pn'mera dxdj_

luego dy dx
g lvegodydx

'I.j/RXSm(xU)dA :jO/AZXSen(K‘a)dadX

gl UR)(Sen(X‘a)(JA ‘LZ/:X Sen (KJJde;

2 ho*amos v€ ayo la YiImera
in%egm) | ba.gjrax J)roPmo\V P

u=K3  du=Xxdy



joﬂ/fXSen(XjMadX = /On-/xszen(uldu d X

GUCC].O.Y]dO 0-‘ iY\'\QV.lOY ma {Y\'}C?Ya‘
de la JLO\r Mo

/SCnu dv

Por el con4ra\rio, St :Mearumm C/Y o X
primero , e ¥egoiere hbicey unw
M*%mcmn por Pav-le:

U= X —> duydX
dV= Sen(x))dx — V= - cos(x )

3
[ Fsntcipondy = [ 528Tt [aagin]

o d

Qoe es c\cxvamev\-\e \u injregm\
mans )Lo.cf\ de ves lver .



3. C&\cu\o\mos de \a pnfnew form.

[/R xgen(xg)dA =[0Trj41x Sen(xyl dgdx
_ [T (%X
’// Sen(U)dde

0 /x
= /Oﬁ[*(,OSU ’;-X] 0‘)(

m
""j (= Cos AXF (05 x) dX
0

-
=— 1 gendX+sen X[ o
pa)

= O //



P12. Calcule la integral:

/[ eV dA
D

Donde D es la region pintada que se muestra en la siguiente figura:

Figura 2: Grafico p2

lenemos  que, pava laregion D

As_




:DI/DQWCM: /Le‘d"‘dz‘l +]/e‘<‘r"d/\
A2

1. de J»‘m'mos limiles de mjregtrucion :

' Regnon A1
Si 0¢Yye — 0LX £9Y3
Alternatva
Gi 0€X €L — 3\[3('4354.
: Regl'on Aa

Si —453 L0 = yaéxéo
Alternativo.

G -] £X <0 — —44333(;
Qemp\agomdo

[)/euwdﬂ I [/O‘gzaqudg*_ }fezﬁdxdy
197



desarrollando °

= ]' e xJUgder/{eW)(}o dy
0

0, 0 53
“[etetdy v [yt dy
(&) ()

- T/4_(62-4)— -6{-(/]-8)

= 4 (e -1)

. %



P13. La regio D en el plano ry esta limitada por:

y = 16x + 20
y=-—-2r+20
y = 4z°

Calcule el area de la region D.

L>lﬂda\mos que \a \regl'ov\ D €5 de
2 dimensiones

PGYO\ fuc(h’Jrqv veyx \as c&as,dilouo}amos
19} reg\'on D.

4=16%+20

N
—
\2




nO-lamOf; ue \qua ue di\/id\'VY)OS v

Al Afeas a gue hauw cotas Superiores
dlﬁhvﬁas\8 1 300 P

3= 1+ 20

N
A\

Tendremos, Si de;amos evxvtuncnon
de X )(en funclgh de Conenlames

'Area/\
-1 £ X 40
4X* £ 9 ¢ 16X +20



+ Avea 2
O <Y £

Uy*ey €-2x+20

finalmente

Aj =
A = /\+ A
AR

Remp\a3avxdo
- /16)(*10 . =2X+20
/Idladx +f J A dydK

[ Ry & 0 ‘yyz
PYOP] Regolvey iY\’rnga‘.
Respué’ﬁjrq
A =36

/7



P14. Calcule las siguientes integrales usando Fubini:

2 1 :
/ / ye* drdy
JO . ‘-_j
™ (7 sen(x?) 1
/ [ ————y2dxdy
JU) JNY I

IS

Se tiene gque
0 %9 £2 (1)

(a)

(b)

38 <X ¢y (2)
A

—> Re ovdenamos ]0\5 604as5

de (1)



Pem,olagav\do en (2)
04 X £

Ahova de (SL)
Lex ek S

ycax €2
( Y <aX

|UE’80, remp\03ano\o en (4)

O ¢Y<ax

Ténemos entonces lag Anvevas cotas :

0 <X <
0 <Y ¢ aX

s

RQ’CSCY'ILJiYHOﬁ \Q .\Vﬂ'ngal con

fubl'ni.



f/oaxae“da dx

— Yeso|\lemo.5 '-

[ gexdyax-

ai ex3dx

hacemos Un (umbio o\e VaYld}o‘e_

0= X3 du= AXYX
= dx = du_
3[X T
lue%o
dx =2 (" evdy
/04 ax?e X dx __3..jo
" Ze - 1)



L) / /77‘ Sen(?)fl) \azdxdg

Tenemos |las cotus :
0 £Y<rm? (1)
ly<xem  (a)
—> Re ordenamos lus cotas.
de (1) tenemos
0O £Yy<m /T
O é\(% ¢ TR
> 0< Yy
Rempla3ando en (2)

O X< TF

de (2) +enemos

gexer  /J0r



g€ Xt em?
> YK
Remplazando en (1)
Oégéxz

T_énemos evs+on(_€6 ,O\ﬁ CO“OLS:
O< x <&7T
0<Y ¢ &

—— Pemp\agamos uscmo(o fu]o'mi -‘

IXZ/ Gen(X 3 dxdg /ﬂ/ Sen(x‘)gadadx
o Iy X*?

d
= 3 7 el (o3 ot

=2 (T gen(x3) x3dx




“——-/ Sen(X*) X dx

hOCeYY\OS el CUVY\]OH) de VQY(QIG\Q

U= X2 dv = ax dx
[ 6en<><)><d><=-i-/ Sen(V) dU

=4 (= cos(r? )*COS(O))
3

=4 (4= cos(112))
i 7



P15. Calcular el volumen de:
A= {(.r. Yy.z) € Eﬁ")"jl 0<y<4- ¥ — 4:2}
- 1} lesg max| en| X|=Z=0| T>14=I9

el. volumen geva de la
G aumen’re formo.

A.}‘t - Proa eclanc\o en 6‘
plang” X~ 2
2 <
Vi A
X o X
=\ 2
1

En ege Plano J =0, pof lo‘éue
5e hene' lo velacion

O <Y-X>-Yyz°*
X ‘+Yg2 <4

— L)UscamOS GXPVCSGY € en ,luntlon de)(
Tomumos la \3Ua\dad

X*+4z7* =4



despea‘ amos <

2 =2 (- x"
I

as, Ltendvemos

,\(q x2'« ¢ & \P’I’XZ'
5 2

lueao en =0, obtenemos
-0 «X £ 2
Sin olndar que por enunClade teniamos
O<Yg=s4-X-yz~®
el volumen, se expresara enlonces Como:

Vol (A) :f |
A

-X*-4z =

Vel (A) / /C{Hdzdx

-9 ""1\(2
oL




=Y
‘ X
, 2
Vi/ (4-x2) {t-x - 4 3| dX
_q -m'z
&L

(PTOP] Ccm\w\a\f \a \n¥€3va\
V= 47 )



F . . . v . 2 9
P16. Un solido esta limitado por las superficies z = 2= — y~ el plano zy y los planos r =1 y =

Calcule su volumen por doble integracion.

Tenemos las chug
* Plane 2= ¥°-9°
* Plano X‘a (2 =0)
Plano ) Sl
P\cmo X =3
Notamos  gue , en el eje 2, {enemos
Awolasg 6:'mp\emen4e
2 - y? __(\]7.
Z =0
Ac\evms , Se tendva gue lo oo

Penov Seron. T = X* ‘a '3
m{evnor% O, e5 decdr:

éx—g



T bu‘q(amos (,o\os POYO‘ X ea
L">)( e éj Son maximos en 2,=Ol

PYoaedomdo enn 2=0
O =¥ -9
(=+y
Tenemoy entonces Y ecvaciones
X 1 A Al 1X 73
X= 4 Al LM A
Gva ficumenie

AV

7 -




s ded‘o\mos (j En {UY\CI‘OY\ de X

X <Y X

e X en Juncion de cies.

4 €X €3

—> ]fina\menxre la m%am\ Sera

v LT g

12X 0o
_ (B [F 2
LL % gdwh
[PYOP] (C’ﬁo'\/er |o\'m¥egva|
Respues*ai
J = 80
3



