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P1. Considere la funcion f : R® — R definida por:

-3ry o
flx,y) = 12—_{_1/2 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

1') )
(a) Calcule las derivadas parciales i y ()— en todo punto si (z,y) # (0,0).
dxr © 0Oy
0 )
(b) Calcule las derivadas parciales ()—f y ()—f para (x,y) = (0,0).
dxz = 0Oy
(c) Muestre que f no es continua.

&. Como [a jfuvxc'\on es dig en ese
ch’ro, es divecto que

c 3f _ 8 ( - 3XxJ3 )
X aX\ X +9=

4% (]
-3 ( (X ’(4)-?2 :)3—;) 2. ’-)

= T3HXEHA* )+ 4X T
(X¥+92)*

I

—



Ano\og ameMe

vt - —3X(X2+Y2)+6X3%
24 (X*+Y*)?

E - de\lemos OH’CY\QYICL Por dEDU‘nI'C'IOV\

3 =l F0,0)+b0)) = £0070)
t

X  £=>0

= |im jL(tIO)
t—0 +

= ]lm _Q_.. =0
Lt>0 t

° QJ(Z. = |im ;F((D,O)'F{‘,(O,J))_MO
df t—0 1




C. en (Y) #(00) es conhinue Por
al gebyo Y (oMpPOS;C10N de foncones
ORHUGS

L) \jevemos que {u COYI“"\V\UI'dO.d J(-(J“O\
en (O}O) = (Xlg)

tomomos (Xn,3n) = (4 ) 1/n)

notamos gue :

(Xn,9n) ——>> (0,0)

\Ueao, Ge tiene :

im  £(Xn,Yn) = lim (=3)U/n)(4(n)
n-> M n>e0 (1n)2+(4/N)*

= ’lm ’BW
n-> o &-W

¥ O

—
-

-3
2

Jino es  onhwued
/



P2. Definimos f : R* — R® por:

sen(x + y)
flz,y) = e + 2
3y — 2zy? + In(z)
Calcule el jacobiano de f.

Cen (X+Y) ) ( ﬁ(x,g\)

Se liene

FOLY) = eXt+a F20%,Y)
X3 = axXy>+n(X)/  \fa364)

>E5 N a funcion o Cmrdenaclas

— Cc\\c,u\amos las dev'\Uadas l'nUoluoradas :

. 3fq = Cos(x+9) - 3 = con(Xty)

X a3y
6141= ‘(}e’(? - . = xeXd
¢
°£3_=3X23—'&52"§(— - &;3 = X3-0xy
|ueao el Jacobiono es:
[ cos(x+Y) Cos(XtY) )
(X, i
J#x:3) yeXs Xe
aCy-aynd xR uxy



P3. Considere la funcion

T + y2
0 si(x,y)=(0,0)

ry? — 3r*
(2 1) { Y~ Y i (x,y) # (0,0)
J\E YY) =

f . . . . ) |

(a) Determine si f es continua en R®

(b) Calcule, si es posible,las derivadas parciales de f en (0,0).

(c) Calcule, si es posible, las derivadas direccionales de f en (0,0).

(d) Determine si f es diferenciable en (0, 0).

- Ppayc (X,j) + (0,0), es divecto qu € /(X/j)
es continua Por al ebroug composic,ion de
funciones conh'nug.s

">/,na’l'3am05 pur e (X,y) = (0, 0)

[ foxg)) = | x> 3x *Y
X2+ Yz

XJ°
X2y

1N

3X %)
X2+31

1Ya(ood'ando en ’oolares
X =Y (05 J ] Yoeny

< | Y2wsI gen T
Y % (05’ + 5en’y

313 (06 *F5en I )
Y1(60513’+66n25)

¢ |y o5 38en*9 |+ |37 Cos> T gengl



< Ir]+3ly) ——>0

oo es con nva. en el on'gen por lo
tanto es continva en R* J

b ole[)emoe CalCL)laY oy dE/:'n'lcion-'

Dv } (X"Tj) L l({l'm ]L(’D(Y;S\ 4 h(Va;\lz)L‘f()f(', E])

- ( h
5 3t (0,00 = lim F(h,0)—-4(0,0)
AX h-> 0 h
i 0-0 0
h—>0 h* IBEN.
I

—> Hnalogame nle :

afr (010) = lim f(oil’)) - )((O/O) =0
3-8 h-> 0 ,/\




C. Tomamos unce direccion arloiiravio\

Sea. U= (Ur,U2) una diveccion , es deciv:
Ur? + U2 =

at (0,0) = lim £(0,0) + h(uiWa)) —F(0,0)
U h—>0 h

lim f(Uzlh,U&h) — £ (0, 0)
h=0 h

hm 4 (\(}3U4U9,2"3h3U41U9_)

h—>0 h h%Us? + h*Ua®
I'm ( UrUa ™ - 3U42U1_)
h—> 0 UrzZ1T0Ua?%

= Uy U™ = 3 U0,

las derivadas ’dI'Yﬁ.CC(OVlaleé exXisten
en todas |us direcciones.

d. Como eéln lenemos un osiMe dn'ferenc'\ol,

Proced 05 por dqml (0N

= hm “/’(Xo‘f"l) ;(XO] D)LXOJI“"—*
Dftxo) = ™ Y,




—> Vamos aim’oad“ar wn unc diveccion
‘3 = mX X >0

im £ (Xomx) = D#(0,0) (X mx )

X->0 b (X, mx)
COY\ D]((O)O\ E ( O)
O
lim j[(P\,mX) = 0],
X 0 ( O) (Xm
(X, mx)l
lim mex® — 3 X’m
X-—-)O‘ XZ+ Xam?_
VX2 + X*m2'

lim MmZxX — 3mX
X>0 [X]|(14+m*)Y2

S

/mo es di}ercnctaue I

Como esle Ualoy depende de m



) 2 2 2 1 1 1 16
P4. Seau:R° = R, ue C°(R") v a,b,c € R constantes. Considere la siguiente ecuacién sobre u:

Pu Lol D*u N 0*u 0
a—s; + 2b c—5 =
Ox? dxdy Oy?

~ . 2 . .
Pruebe que si ac — b* > 0, entonces, el cambio de variable

. cx—by o v —
.s(.}._q)—\W‘ (z,y) =y

Transforma la ecuacion original en:

a2 "2
Jd“u Ju

gu du_,
952 P2

Se liene que ¢ cambio de variable
esta Plan%eado de la jorma :

U(5(x9), E(X,9)
Con ello , el arbolifo %era de |a7lormo.:

U
/ \
51tk
ARBAR

X 9XxX Yy
de donde  obtenemos

o_au = QU&S ‘\'_&_U_._&_.‘.E’-—
d X 25 axX at ax

= g’l—[—)_ C
S (ac-p?




2y as ag a5 ay
=_Qu _b __ _al
0.5 Jac -b*  at

—> pave. las denvadas de 5eéundo orden
Se tiene que. como

u(5(x9),E(x,4))
S au (5(x9),£(%9))
X

L au (50%,9),£(09))

ad
Por o Que los “arbolitos * Quedarion :
av 81V
AX 8.4
/ \ / \
5 t ot
/N /) VARELAR



C a\ cula\mos :

> Cal colamos APur+e
-3 (aU) (au AS 3 (@,) Ak
a3\as/) a5 3 at 35 /Y

:&ZU(ab )4.@7‘0
5% \ Joc- b

Analo gomeme

_&_.(LUJ: &ZU( b 4+512U)
4 \atb) asdt \Jac-br Atz




Por lo tanto remp|a3qnc|o " 6imp|i}i¢anolo :

AU - [bF | B [_[ bl [atU[¢[AN
A%* ac-b* 25* Yook 2536 at?

—> Como |a )Luncion es C* basto calwlgy
uma de las dem'/adae chf(.iu\&s crug)odas.

U  _ 3l = & C Q_\_J__)
a2X  aXay oy \Jac-b* a8

Bl €3 I EREaro s

= C (_5}_2_9- _:b__ 4+ 2V )
Joc-p2 A5~ \ac- b+ AtLd O

SO I |

—> bosta yempla3ar fodo [0 obtenido en
oo ecvacion’ del enunciado |






P5. Verifique que la funcion:

flz,y) = 1' — Z ;
Satisface la ecuacion: . N .
Z').1:3 N (()vq‘:-’ =0
Calcolando
af = A4 (x*+g¥) -(x+4) aX
ax (X*+Y=)*
atf - X +y* - ax*-axy
a X (X*+9*)*
afl= [¥*-1gx4 -x32
ax (Xa._\_%a_)l
& -3 (gi-axg-yt)
ax= - ax o (X*+g=y
2> = (2= 2 (441 - (- x*-axy + 472 (Pry) X
Ax* (x* + 9=)4

de formo cmo\oga :

af = X2-2Xy-4*
33 (x2+az)z




S - Lo -ag) 0y 1"yt lag
&al (XQ- '\-8 Z)

basia remplazay aclonzay
f’“m ob‘}eﬁevalo ;aeo\i{iof 5%

2,34 - -(ax+ag)x*ryy”
Y E (x*+y=)"

v AX (XY -7 (x*+ 4°)
(X*+9>)1

- (ax+ 24 (x> g - 49 (X > 2xy-92)(x*+y2)
) {22V ST (I 0 o A

donde notando gue:
X (x*raxy-g=)-uy(x=-2xy-32)) (x+¢’)
= [ax>+8x* Y- xg- 44X £ Bxy 149> ) (X * 57)
- [4X3 vuxy vy erruy] (X 14>
SLVATES GUE S CH IO ST N



4 por otyo lado
-2(ax+ag)x’ry2)’

Y (X y)(x*rg)

S YAy (X (X Ty )

= Y[ X 24 XY gxT1g3) (K319 %)
Remplazando

a*f 4 31

axz &31

- [U(xBexgxgrye) - Uixs [
[u( 43)- ULsny Fgx g2 (K%Y ?)
(XZ ,l_a:.)“l

de donde /:’nalmenjre’

82%1-& =0
ay* Jdg*

Que  es lo Peoliclo.l




P6. Sean f: R* 5 Ry q: R* — R* funciones diferenciables y sea h = f o g suponiendo

Dg(0) = (_11 _(2]1)
Por Cadena es facil notar que
Dh(8) = D f(g(s)) Dg(d)

basta rempl a3ar

LW W

Encuentre d,3h2(0)

Dh@) = /4 0o 1 o)l 4 2 2
O 0 a 3|4 3 o

L 314 o/ |1 3
A 4

— notar Gue No és necesavio ]/\cxoer
toda | o mu\-\v'olfcuc{on .\ gagwe

¢ R'— R GR—RY
N— g _J

h: R>— 3




lo gue lmPli ca

Dh= [2h1 dha ahy > buscamos
A% Mz AXs / este |

Bha  3ha [ 3he
X1 X2\ X3
3

dhs  dha
| & X1 axX2 X3

T —
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P7. Sea f:R° — R tal que f € C°, que satisface la ecuacion de Laplace:

D f N Pf "
Ou? ov?

Sean u(r,y),v(r,y) funciones diferenciables que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es

también satisface la ecuacién de Laplace.
nofamos que
U0 g) = X+4 ) vl =Xx-4

entonces :

- 3df -~ 39 .3V, 3% aw
AX AU X aN X

:_Q_%_Jrﬁj

X A

—> devivando  nuevamente

- 37F 4372

2> AU* 3%  Andu oK

y 274 QU 4 274 AW
AV aX AN > &X

X A v &3 £ AT & 1217
2 aUr Ao auanw 24




Ana [03 amente .

Z_LJE = ,S_Q_U,Jrgﬂg_(\_r__
38 AU 628 AN ag_

2t _ 83 - a3
&y U dar
- a2 - 32& Lty _,2’
29?2 0% aarV u Vv A2
\UC&O | Como
Q‘:-{— — _2_1_1‘/'2 =5 O
X 3]

Remplazando o obtenido legumos

9“(5‘% +%}i§;ﬂr)f_—o

Como f es  C= ‘eptonces Uwqr
don C2xa por \o Tanfo 2 cs (2

\U@8 O /POY SwaY‘l-a






P8. Sea f : R? — R diferenciable en (1, 2) con D,f(1.2) = =5 v Dyf(1,2) = 10 v donde u.,w son
direcciones fijas definidas por:

13\, 14
"=l YT 503

(a) Encuentre V f(1,2) v si existe, la direccion de maximo crecimiento de f en (1,2).

(b) Escriba explicitamente la ecuacion del plano tangente a la superficie en R” definida por:
f(x.y) = z sabiendo que f(1,2) = 0.

Q. COW\O JL €5 diferencialole Jrenemos
Dvf(0,2) = V£(4,2) -V
DwfA,2) =V f(1,2) W.

o esdo nos dara |uﬁuv u 4 ecucciones,

TOIY\aremos un 3\ra,diemle CAY la'r‘rvaw’o

WJL(A,Q):(E\)

— yemplagando :
1 Dv f(”,ol‘ = V]”“li)'v

HEn (g) ._75/!_(*3%)

~25 = 3u- Yb



2. Pwsflha)=v fu,a) W
© 7 3) < (3)
50 = Ya +3b.
Ol9+€n€m06 €| 534’6 Sfﬁ*em& AL
-25 = 36 -Ub
‘ 50 :‘10\+3L>.

1

L

—> Resolvemos

a = 4h-25
3

50 = (. UHO"&Q_ + 3h
!

150 = 16b - 100 + b

250=25b —| b= 10 ]

lueao l a = 64[




asi tenemos

Vf(h2)=(5)

410

—> Ahora cal w\umos loe direccion
e MG X MO uecimienjro _

este” esto doda por -

v {(4,2)
IS £, )\

— Yem Pla 3 ando

Vi, a) L
v/ ,2) 0

REE (s)
Vg2 440* \ 10

—
—

() =



b Sabemos que f(1,2)=0
defml'mw

9(xY9,2) = F(x,9l- ¢

& 365 dnf'eren(mlo\e 9 e tene que
9(1,2,0) = £(1)2)-0 = ©

’UC&O

/;9;{(4'2) \ (
v 9(,2,0) = Lk il 9
) 9;_‘6“,2) LO
Y

\ SEIHN BAN;

U]Ll'liaundo |l ecuado’n del Plano 431[6.
.y
73“,9./0) ‘(;,4 ) =0
€

51 x-14)
(10 4y-21=0
4




de donde e olo]r'\enei
s(x-{)t10(y-21-¢ =0
5.)(15+4013-20f% =0
| 5X+10y-2 = ag]

LN
—

ecuacion  del quno Jr(jle ckf en (1,2)
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P9. Sea () = {(.r. y) eR°:x = y}. se define f : R — R a la funcién dada por:

f(z,y) = sin(z* + y*)(z* — y*)

Encuentre la ecuacion del plano tangente para todos los puntos (z, x).

Mo tay primevo  Gué las derivadas
Purcialcs estan dt’]umdus en todo [R*

de{n'nieno‘o
9(xY,2) = fn)) -
Jxig2) = Sen(X*+ 9*)(x"-g=)—2
—> Culcdlamos  las denvadas pavcla|es '-
,ﬂ(x 9) = X Cos(x*+y?) (X*- 4Y%)
+ax Sen (X*ey®)

29 (X,4) = 29 os(x*+Y>)(Xx*-9?)

aa i —%23 Gen (X*+Y?) :

(%%;__



lo. formulo. del planojrandc,enjre SeYon
(V§(%), X=Xo)

s damos  on vector .

Ko = (4]
z

O

O Come (X deb eyte 0
Se fevfclm)g[?)e L0

(Xo190) = (a,a) con xR
/\a ademus Se debe tener

j(X:U,Z) = Sen(X*¢ 21)()(1"22')“?'/ =0

L) Rempla:jo.v\clo (Xo,éo\‘—' (O :Ct)
Se  obfiene Zo =0 s



‘Ueao
VY(o,a,0) =
8( i 3 - 20 Sen (202)
=

| o todo |
S g 1 e

el PIOY\O l’OY\jeﬂ'\e ve\ndm daclo

Por'-
> ;O

/ Ao Sen( 20.%) \ X -G
-20.6en (302 ) | | 4-@
Asi , el Ploy\o JrQY\aBV\J(G es :

/ Ao Sen( 20.2) >

\ — | Z

Z= (X-a) 6 5en (2u?) -'(9 -a ) 20 Gen (1(1)

7



P10. Encuentre el vector normal unitario 7i(xo, yo, z0) a la superficie:
2 2
T + y° = cosh(z)

para un punto (xg,yp, zg) cualquiera de esta. Encuentre la ecuacion del plano tangente a dicha

- e 1
superficie en el punto (—. —, l).
2 2e

4 vectoy normal
escxibimos

F(XY,2)= x=+ 3" = cosh(x)

luego , e vector normdl o la 6UPQYFCIE’
en (Xo, Yo, Zo) Sero

VvV F ( XOJ 30)20) = (;LXO, Zyo ) “58”1"(30))

= pevo neces#amos norma‘iam[or

A (Xo,Y0,20) =V F (Xo, Yo, Z0)
| ¥ F (Xo, o, %)l

|V F(Xo Jo,Zo)|l = UXo™ + UYo™ + Senh(Zo)
Y fma\vnewjre

N (Xo1Yo,20) = A 3 (20,240, Genh(zo)
UXo%+ ({302'1—58”)4[20)

Que es lo pedido!



2. Plano -\—av\caexﬁ'e,

ademas , lo ec. del plono hngen%e esta
dado por :

(%2 X0, VF) = 0

Pemp|a3ondo :
< Y"Xo { 2;0
~ 4o Ldo )> =0
g-?,o 11T Genh(2o)

(X-Xo) X0 * Y -Yo) Ao - (2~ 20) Senh(zo) = 0
AXo X = 2 Xo™ + 230(} T l?]oz" Senh () 2t Senh(Zo) 207 0
JlXoX’r;Lgog—Senh(ao)E *(ﬁd(o‘—r;a o =Senh(2ol20) =0

e ]
Paro el p(mjro (Z. 7s 4)

ex + 4 - (61-4)5—(;5 v 4 -e’»«) -0
c AL L ALr  ae -

Que es lo Pedic\o\, >-<



P11. Sea f: R — R una funcién de clase C'*. Considere la superficie:

Pruebe que el plano tangente a la superficie en cualquier punto (xq, yo. zg) en la superficie, contiene

al origen
def niendo

5 = (%Y 2 eR> x]f( ) 2=0 ¢

X
J
lamando

f= M(.g_)-z

el vector normal o lu Super,tiqt’
Sevar el 8rad(en¥e.

N = Vf(xlt(j,ZB
N = (@i LA éi)
AKX 013 AT

Calcolundo



Ahovo. - con eso | buscamos el Plano
+angen{e | e\ cual esta dado por -

{ X - %o M)

I
(X - Xo( gﬁ*’“f’(xg)ﬂg Y0 ( X8 £'(x4\ - (2-20) = O

il
B ‘(f(%o)*-g‘fzf‘(%z\)*(%’*’(‘f%f'(s‘:ﬂ
desarrollando

SRS AR



e ) T

][Mchevr}e ,el plowo Jrangenjre €S

(g ) B

ademas, (0,0,0) pertenece al plano
fumg em‘e | Que  es lo Pedldo |



P12. Considere la superficie H definida por:
H" = {(-Iuy-:) eR*: 22— —y*=1,2> 0}

(a) Encuentre una funcion f tal que Gr(f)=H™.
(b) Pr

uebe que el plano tangente a H" esta dado por la ecuacion:
202 — rox — Yoy = 1

(c) Encuentre todos los puntos (g, yp.20) € H tal que el plano tangente en dicho punto sea
paralelo al plano OXY'.

a. l?ecofdemos que el ra]to deuna
funcion £ R"— R™ ezid’ dado por el
cond'unjro '-
Gr(#) = {9 R R™ : f(X)= 3 f

Por {0 ﬂUe;GSCY-leIMOG H+ como -
E’Jff +X1+(‘j’-'

deiniendo
F0409)= T = J1exzey?
Tendvemos lo pedido
Gr()= 72 (XY, 2)ER>: (X, 9)=2}F




b- Si defmimos
J(x Y= 27-X*-94* -1

entonces, el plano hngen#e estara dado
FO(

va (Xo) (X — Xo) T
— Cal cula mos Vg()(o)

= 27
Asi
7 §(X4,2) = (:gg
Le




lUC 0, payao un xo,ﬁo; %0) el P\GY\O
1'07\36 nte vendva dado por -

Vg(Xo (X —Ko) =0

( lé(o X - 2&0) 5

Z 20
~2%0( %= Xo) = 230 (4~go )+ 2%o(2-2)=0
lon*lon+;l\ao’—;803-;?,0%,1%)2:0

Pem, como (KXo, do, Zo) € H +,en+0n0851
X"+ QYo * -dE"=-2
Remplazando
2202 - AXo X *22051 -2 =0
2o 2 ~ Xo X"joa = 1.
Que es el resvltado deseado.
d. Fara que A planos 6ean ava|elos

Sus vedtores normales debeh Ser
Pavalelos |



el vector normal  del p\cmo OXY es -

g

Pafa e\ P\QY\O 'I'OY\8€Y\+G; é’l \JeCl'OY norma(
en Xo €4

vV g (Ko )

luego, imponemos gue sean Pavale(os -‘

—-2Xo 0
wio (2] < 3

Pora alaun A, o ol es equi\/alemle
a
Xo = Jo =
(ué’cao L Se tendyen

Zo [=|A|
2

Por lo que e puvﬁro sevo. (0,0, %o)



ex¥0 vecoydcmdo Je e) unjro ertenece
Po HY | entonce s i g P

20 "~ Xo -‘(jo" = 1
on Ko =Jo=0
Zzoo = A
Y como ademas Zo 70
2ol 34
~ el unco Punjro €5
(0, 0, 1)






P13. Considere la superficie dada por z = In(2z + y) y el paraboloide de la ecuacion z = 5+ (x — 1)? +
(v +2)*
Determine la ecuacion de la recta dada por la interseccion de los planos tangentes a las superficies
en los puntos (—1,3,0) v (2,0, 10).

buscamos |os planos Yan 3@\/\{@
defimmos 9()(;‘},%) =n(21%+9) -2
'Uego

Wi
ng 1

‘_;

<

B

Sy

-1

en e) PUY\er (~1,3, 0 lu ec esta
dada poY

(g g(-13,0), [X-X)? =0

AREARINEY \
ol y=3) =0
Vsl
Y+ + B-3 -2 =0
1X+1)+%4-3=2

\.;




bUSCOlmos f\ MO Plano hﬂgen‘}e -'
S%Y,2) = §+X-4)7+(Yy+2)*—2

_ [ alx-+1)
NER 1(3+;z))
— 4

lbeo, & plano Tangente Sera
(<7 6 (Xo) YZXZ) =0
AL este caso Xo =(2,0,ID)

Remplajom do
\ =0

1 - 2
(AR
2(X-2) *t4Y -(=-10) =0
2% -4 +Wﬂ-—z+lo=o

z=[0+2a(X-2)+U Y%

luego »mreysectando  los P\amé
+an(7€n’res




2(X+1) x4y -
9151 [0f 2(X- 2]
4 = -2 B

2 = 2X+1)- E -3

Que es lo pedid |



P14. (a) Encuentre las direcciones de maximo ascenso y descenso de la funcién en (0,0,0):
2, . 7. —
flz,y,z) =€" tsinz) 4 vVi+zr+y

(b) La temperatura de una lamina metdlica centrada en el plano XY esta dada por la funcién
T'(x,y) definida por:
3r

T(z,y) =
(z,y)= o

Partiendo del punto P(2.1):
(1) Defina la direccién en la cual la tasa de incremento de la temperatura es maxima.
(11) Calcule la tasa de variacion (derivada direccional) en la direccion del vector unitario

o™ sin(™
(cos( 2 ). sin( 2 1)

G Calculamos derivadas Pu\rclales de f-
_{%_f_ _ €X2+SenZ&X ¥ J
X 21t Xy’

é[_f _ 1
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(b) La temperatura de una lamina metalica centrada en el plano XY esta dada por la funcion
T(x,y) definida por:

Partiendo del punto P(2,1):

(1) Defina la direccién en la cual la tasa de incremento de la temperatura es méxima.
(1) Calcule la tasa de variacién (derivada direccional) en la direccién del vector unitario
™ T
(cos(—),sen(—))
1 1

,1) RePehmos el mismo onced:m'nenPo de/
ed'evciuo cnterior
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Calclamos devivadas Pam'ales
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| funcion es devivable, usaremos qgue -
Do f(p)= v {(P)
POY lo anterior ,Ja 5abiamos que
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