


P1. Determine si las siguientes aplicaciones definen una norma en R"
Considere x,y.z € R"

(a) N(z,y) =y/2? + 9y?

(b) M(z,y)=|z| + |
() O(x,y,2) = \/Iz| + lyl + 2|

o.. buscomos vevificay las pvop'lecludes de
normo. |

A. Posih'vidad
N(xg) =Jx*+ayz

(S Gediene X* 20
4 20
4250

por lo gue
X2 +qY >0
’\() la. 1003 de a|3o posilrivo ,esposijrivo 1 pov
lo que |
J X *+q42' 2 0 o




— -\a\mhien hqa gue Probav gque
Xl =6 &> X =0

PTOLQMOS el thPliCa haé\a OW\L)OS ‘aclOS"

—>|

N(X,9) =0
{X*+ay~ =0
Y 2 "’qu=0

Sumo. de  cosus posi’:ivag, es O %lo
Si ambas Son D , es deciy:

X 1=0 A 44 =0
X =0 A a,:'o v
—) es diteclo que
(Xza) = (0,0)
X =0 34=0
Rempla 3ando :
{0*+30%= 0 e




i homogeneidad’
NOMRIY = NN, 2Y)

= {0 Fr A
= N X*Q N g%
= N (x*+ay?Y

= AN x=rqy
=\ N(XY) e

3. desi UQ\dod -‘Y\'ongulor‘
Quevemds probar que

N(KET) £ NR + N(F)

Yomamos 2 vedores X > '3" arbdrarios
>

—m—

(n:YY'))’;(—) ('Zl‘U)-‘—'é

3 (3%;;‘\0, ayYemos a\go paya. ocuc'\\l'bv e

[onpj \nacev el desawoho de fovmm
exiendida.



s V\O“‘C!YY\OS que
NOGYY = Ix+ay=z =) (x,39))
dpvo\imos ha cer es“o deede 9’ inido?

Sip) pero gquena mosirarles dos formas
d‘S’(m\ﬁ

Ahora 51 ) estudiamos

NXT) = Nnym)+ (2,w))
= Nln+2z2, m+w)
= Nn+z, 3mru))l,
=l (n+2, 3m 33wl ,
= || (n,3m) ¥ (2, 3w\,
Z || (n, 3m)l, 2 1)(z,3w)l,
= N(n,m) « N(Z,w)

(/l/

., Como se cump|8n los 3propiedades
N4 es norme. )



b Mx4)= %)+ 3[%5+ 93"

L> notamos que, *{X3+4? es negativo
Pava Cierdos hg) por lo que segpéchamos
que la Posihvl'dad puede 7tal\a\r

Yomamos ( convenientemente)

(X29) = (0,-4)
evaluamos
M(0:11) = 0] « 3d 03+ (1)
=44l | €0

U e positividad wno Se wmple
MXY) no es novmal
C. O(X;'é,z) = \il)(l'tla\'\' ‘%P

AQUi nvevamente lomomos un (Y 4)
mun Conve niente

Lyssig\:éo prop ana||'3wr porque esto



—Df\ﬁ\fﬁn% que la homogev\efda.d

tomamos )\ = 1L A (X.‘g_,i)'-’(JI,0,0\
estudiamos

O(A(X%2) = 0(2(4,0,0))
= 0( 2,0,0)
=z AM
POY otro lac\o ey
M -0(x3,2) = 12) - 0(4,0,0)
- l } 4
=7

tene mog aue

o (MX 42 # (Al 0(n Y, 2

. 0Ny, Bno Cump]e homogene'\dud
/‘() no €5 normo )



P2. Sea x € R", muestre que se cumple:

lelly < llzll, < vallzll,

“Frabajayemos  por povie!

Pda :
M X= (M,X:.,_-, Xn) ERY orbitrario

Nxll, € Y]l

Dem| Como
I X llg = WY, —, X))}

= n(X41 O,-——,O)"f (0,11)0]—)0)'\'"'* (0:—:0'X\n)"
é n(x‘l; 01-—;0)I|1—“(0)Y\1)01—,0)+"’"' (ot‘lolXVﬂ) "

Aplicamos desiauu‘dad Mangulav n-4veces
I\X“.‘l 4 “ (X4"‘)0)“?_+ n [01X1) --,O)h 9_+ Y \\[,01—)01YY\\\\

ademas ge tiene gue

(0=, %0, -,0)ll = {O2+ ~+Yi#4 ¢ 0%

= | X4\ Yiezd - nt



\uego

I X02 € [l IXa)+ -+ | Xn)
NX 14 € 1 X[l

Que es lo pedic\o.\

Ahova vevemos low otva. dee 3UOMO'A'
pda-

VX eR"

XNy €9n' I XNo

Dem| Gea X =(X1,X2,—%n)

"'YO\IOQJQYCW\OS on Ina {.UY\CiOY\ O-U)(l"lblf

P(23={

-4 Si 2 <0
1 9i 2>0

no\umos C_-_|U€

P(X£)*= 1 Vie $4,_, n?



Consideramos
—_—

4 = (p(Xa), P(Xa), —, P(Xn))
Iuego |
I P [ % U = v 4=

N 4 =4 N\ A=4
Ademas , notumos gue
Xi - pOX) = Ui Yie §4,-,n!

> por como depmimos P (2)

My entonces
4 N
) =T xep(x = ¥ il = X,
A =4 A =4

|u980, de caucklg - Schwarg
[<x4>) € MXDa Nyl
Remplazando

NS FRER TR B 1P} %



P3. Para dos normas ||z, ,|z| ; en R™ se define la aplicacién

N:R—=R

2 2
z = N(z) = /llzll2 + llyll?
Demuestre que N es una norma en R"
Indicacion: Vp,q.r,s € R ; pr+gs < \/(1!)2 +q2)(r? + s?2)

VIUEVuvneﬂ*\e,ltenEYY\OS Q\ue ana)iaar \uf:
cond\ clones 1, 1/:) 3 Cenvntadas en P/I)

Nx) =0 > {IxlEs lIxly =0
I X o+ [1K =0
Ixllo™ = 1x 15 =0
«> X =0
’(‘jpor de,f de N(X, esdvecto qoue
N(K) > QO Y(X)



Sece AER » x € E arbitvarios, entonces -
NOX) = {Ixx e « Iaxhi
= JIAZ S A E x>
= I IS DX
= |\l N (x)

Sean X ea & I’Rzarbﬂvanos :
s ana\ljavemos /U(.X)" parc Mo*\valoaﬂ.'ay
avvastvando la vaig

(NCXEY))* = Ix g« Ix vyl
< (X flox WAV % (b Y (b)
£ X 12 20 Kl 1Y et Y e > R0+ 20l Wyl (1902

—> Reordenando | termnos

= V)T« Ny >+ 2 (i xllalighat Lxlb 1310



—> -\reV\QVY\OS (_lrue e\ )1'm1l aphcado 0.‘
Puvcn+esis eb :

(I1xtla o+ 1ally W lin) )
2 (Ixhe + Ixiy ) Ceyhe + ngng)
= N(x) N(y)
—> Jun Yando Yedo
(M) € N T () *+ 2 DIXINLY)
=) py)*
(omo N es definido positive , podemos Gecax

Ymb (,uad\radu o la das.gua\dad 9 e
vnqurCV\dVO \o de ad eV\)rYo, asi .

Nx+9) € N+ MULY)

»  Se cmple la desigualdud
ol -fn'avnﬁulav 9 N(-). es’ noYyma

%



P4. Sean A, B C R" no vacios. Se define el conjunto suma, denotado A + B, como:
A+B={ceR"|Jac AbeB:c=a+1b}
(a) Sea z € Ry e > 0.Pruebe que:
B(xz,e) = {x} + B(0,¢)

(b) Pruebe que si A es un conjunto abierto, entonces A + B es un conjunto abierto.
Indicacion: Pruebe primero el resultado para B = {b} con b € R"

Cn . qu, \/)(GB, VV€>0
Bxg) = £X5+ B(0¢€)
T en E’feCJIO, Seon XéB/ £ >0 ovbitravios

v notav o que haremog sero. tomay
un elemento en B (%, E) 8 demostvay
que esta’ tarbien en 5x3% B(0, €)

/qu,;
Sea. T EDB(X,E) 6> Z€ §$x¢+ B(0,E)
Dem | 5ea g € B(X,E)
9eB(%, &) = [y-xl<&
«> (y-x)-of <€
«— 4 -X¢€ B(o¢E)
< Jz2e¢B(0,E) Y-x=2




— 3z¢ B(0E) Y=Xx+2
é——>36{X§‘\' B(O,é)

Que es lo Pedido.

" B(XE) = ix¢+ Blo )



|:>. qu
A es abieh‘o — A+ es aL:ien‘o.

US6 mos e\ lmm‘

coso 1 (demostrar el hint)

B=%b§ , con b €ERD

e

Uxe A+b3,25>0 o
B(x,§) € A+ ibS

DemJ
Gea X €A +3b¢ , con A ahierto.

—> JXep - xX=Xtb

Por o’wo |0d0 , como A es abier'b’

—>d E£>0 Bxe)cA ()



Sea eY\‘\OﬂC&S& Z B(X, 5) véamos que
19 -yl € &

— | Y4 -(x+b)) €8

) (4-b)-XN<&§

Y -h €B, )

Por lo cval , tomando & <€ & Ge tene

gue :
— 4-b e p(Xé€)
Y-b e A (pov (%))
33en 1 y-b=4g
JJ €A ;2:g+b
dEAT S
A+ 5bf es abierdo!



Cogo 2. B arbitrario
Dem |

Gee. X e A +B . debemos encontrar
g>o " B(X/ )—C—A+B

en efeco,notemos gue , por definicion
de A+D.

3g€eA , 3peB -~ X=Gtp
XeA +3ps

Por lo gue :
— 3 d>0 : B(X,S8) £ A+ZpS

(coso anterior )

J £50 BX,§)SA+DB
AtzZps cA+B
A +B es chierdo |




P5. Considere el conjunto:

A= {(r y) e R?: x < _:/}

Muestre que A es abierto.

utilizaremos aye
A es abierto < A¢ es cenvado
¥ Sabemos due
A= 3(xY) ¢R*: X293}
fuego - besta demestvay A€ cerrade
—> Utihamos  Socesiones
Sea Un —> U L4 que 2Unknen CAC
por  convevgencia Coordenade. coordenadn
5 Un = (Xn, 4n) A U= (Ux,0s)
Se  tendva
Xn — Uy A dn — Uy

como Un € AC ge Yenda que



Y |
n= po Xn > V\’Y:po v
Uy 2 Uy

L (Ux , Uy ) € A€
—> A€ es ceyvado

A es  abierto !



P6. Encuentre explicitamente el interior, adherencia y frontera del siguiente conjunto

cerrado o abierto:
A= {(.1‘. y)eR2:2< 22442 < 14} U {0,0}

\Iisua‘ 13an do el cond'unjro E

I,
()

—> Tnieriov °

y concluya si es

Se buscqn |os pun-\os (xjg) que GO'II'SJlOCGVl:

3a¥>0  ; B(xY.r) €A
netaumos gue para. los puntos
* (0, 0)
([ XEr 922
(X,9)) X*tY =1y



Ic; l:)o(q de €20 B(XJE) no QS“QVC\
Contenida

Sint(A) = SR 24 X2y [y ¢
— Adherencia :
Se buscan |os puntos ta) gue : Y ¥ >0
B(X, vIn A £g

O Al"'ernalriuai \& adheyencio. Son
1Lod05 los X {a) que Poro Xn 6)0(.

An — X
Viota ¥ no oluidar que e tiene Siempre
que :
A € adh(A)

emlonces Se tendva Que:

adh(A) = SO)ER 2 ¢ X*+9*<]Y3v 7(0,0)}



~ —> Fronfeva®
basta hacer
Fx(A) = adh(A)/int (A)

Qasi

Fr(a)=2looRulx rg =2 fuix™ y==14}



P7. Demuestre que el conjunto A, definido como:
B ={(z,e" |z €eR)}

2
es cerrado en R”.

Pro \oavemos que °

Adh(A) € A

(> Sieste se wmple,tendyemos gue
A es cerrado.

Dem| Sea (X,3)€adh(A)
erfonces 3 (Xn, gn) €A Yd que:
(Xn,4n) — (X, 4)
tenemos que
ol = eXn

Por lo tunto € —> eX

¥ adeémas mo gn — 3,]ue80

(X, 4) = (x,e%)



Por ende (X, 9) €A
Conclowmes ~ Adh(A) €A

A es cerrado-



~P8. Consideremos A C R? como sigue:

= {(eon () )

(a) Bosqueje la region.
(b) Demuestre que int(A)
(¢) Encuentre Adh(A).

0.

. basia notay que la region A es el
8!(&](0 de la Juncion | |

(X)) =5en (Vx)

\Q cu.&\ es

.06 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45 0.

!

=

o Pm’rc ¢30] no Per+enece I



b. qu int (A) =
L) Como nos Pnden demostray | )005 que

“ hacerlo bien D

Procedemos por contradiccion .
Sec. (X,19)€ mt (A)

—> de>0° Blxy),£)€A

Como (X, )6 m—l'(A-) en Pantlcular
(X,9) e A. ueao cump ler)

X>200) A 4=Sen(4/X]) (i)
Consideva mos el elemento
(X, 4+ &a) € R?
L> e clavo que (X,gfé/z)éB((X/g),c‘;)
— (X, 4 +¢/2)eA

‘E]a Ve 6(()(,/2) E)es-‘a‘}ojra]meyﬁe
con+eyn o en



'Ueﬁo, como (X, Y +€/2) EA, Se CUmPfe

X >0 (i) A Y+&a =Sen(1/x) (xv]

—> igua\amlo (i) con (4v)

dtE&/2 = 4 = Sen(d/X)

C. Se pide encontvar &dhfﬁ)

L haye lo demostvacion © rn(c}urosa /)
Pava gue les Sirvel de quio:

—]/YY\QY\O\O
B=3(09)eR": -1¢Y</5

/\3 Pro Po nemos

Adh(A) = AVB

Ls esto es Yal 0j0 N



PEYO ha; gue comprobav]o !

Se tendra que, SiAYDB es el menor
cervado  gue contiene o A enfonces

Au=Adh (A\)Probavemos eso |

pg -

AV B esel menov cewado que contiéne

o A

Primero Veamos que

qu . AU B es cervads.

Sec ((sz]n))nelu < AvR
Tal goe  (Xn, gn) — (X 9)
Sabemos que

Xn >X A gn— 4
los cvales  Sohspacen

Xn 20 A - &EIné ]

¥nell/



nos dividimes  por casos.

- Cuso 11 X=0
Tenemos que

—> (X:4) € B (Pordef de B)

—> (X,4) € AUD

* Caso 2 X>0

Tenemos  gue

— Jno€ N ¥Ynxno, Xn>0
Ja 9ue Xn—>X

—> Jno 6 IN © ¥Yn=no, (Xn,Yn) €A
Yo gue ((Xn, Yn)) < AVB

—> Jno€N: Ynzno Yn=Sen (X7, |

esto es Qgue :

lim Jn = lim  Sen {_/L)

Nn—2m Nn-—-2x%5 Xn



Como  Sen ('54() €5 Ccom posicion de
continvas Y ademas Jn =9, Xn—>x
Ten dyemos -

4 = Sen (.i)

X
—> (X,Y) €A
— (x,4) € AVB

como Io pvobawwf) ‘OaYa X =0 A X>0
Se tiéne pare. X 20

CAUB es cerrado.

Ahora veamos %ue es el menoy coné'uMo
ceryado gque contienea A.

Pdg : ¥ C €R?cermado A € C—=> AuB £C
Sea. C SIRZ*cevwvordo con A< C

Seu (Xz‘d) € B

Considevemos la Sucesion

((leaﬂ))ﬂ ¢ R* de/:h}da por :



[ Xy, Yn) --'(_ 4 ) <) Iy

2N +arcsen (¢)

> %e que parece vandom (§ loes]
pero Juro  Que tendva.  gentid,

es claro gue Xn = O (ya que
Avcsen es acotudo pero AnT —= po
(vando n — o)
ademcls %e tiene:

dn = C

In = Sen (Avcsen (c))

3;/\ = Sen (Qnﬂ’-\— Avcsen ((_)J Yn > 4
L> Por %en peyiodico |

(dv\ = 6eV\( :‘] J vn;/]

2n1T + Arcsen ()
> "higuita nipone” en division

In = Sen(_'_'___) Y 2 1
Xn

T ((Xn, éjn))n < A



Como Ja teniamos s Por hipojresis JAEC
—> ((¥n, Yn) In € C
v ademas como Ccs cervado Y
(Xn, 9n) — (o0, C)
entonces (0, C) € C
—2 Blsd
AvB < C

Finalmente , como AUB es el menor
cexrado  gue contiene a 4

Adh(A) = AUB.



P9. Determine la existencia de los siguientes limites:

2 _ .-1:)2

1
(a) [im (J‘ :
(2,y)—(0,0) T2 + y?

.‘I.‘yzz

b lim ‘ ‘ .
(b) (2,y,2)—(0,0,0) T2 + Yy + 22

(c) lim 3
(z,y)—(0,0) r<+vy

Q& estudiamos Por medio de sucesiones

2
Primero fomamo 5 E]ZV\ N XTN con -0

'lm (l{)Z’x)L: “}’h (h-h)zz O
(x,41=> (0,00 X*+4J*  h=0 n*in

’ Tomando IUCgo 2]50 AXZn con n-20

liim (E)Z"X)L: him (0= n)?

(41> (0,00 X*t4Y* hsp N 0?2

= [im nt
nN>0 wn

el limte noexiste

=



b : TYOL\QO\J&\(CW\OG OLCO“ O.V\dO ‘OL QKPYC’S.K)V) \

X Y°¢z
X*+t92172?

—> e fiene que

3Jabcyé%%ﬁ+b*c)

TOYVIO»Y\CIO A = ij - 32/ C= %L

BIX*YZz2® £ 4 (x*+4=+22)

A
3
(xye)3 & A (x*+y>v2™)

A

< i =) 2 2_3‘5_
X9t £ (F)2(X2ey™ )
— Yempla3qndo

X1°¢ ‘5
)(7’1'37—4(%2"

(zl_.)-i-_ J (Xawzfzf)%}
3 XLJ‘% a2

& |

—
—

| VX




\Ueao cvando (X, Y %)“"7 (0,0, 0)

\g(x +3’*+%’ 0

(3) %/2
For 6(mdwic,‘f\ S5e ooncluae gue

CU(AV\.CIO (X/y,_f}) — (0/ 0,0)

! X 92 A
X*+Y=+2?

|IM X UZ% _—_-O
*e Wy, 2> (o,00) X*+Yy=t2?

— Alternativa. mas iz
Se fiene Gue X*t9y*+27= Y7, IUeao

X4>2
X=tg*t2”

¢ |xz

cwando (X 4,2) > (0,0,0) ; | X2 =0
pov sandwich se tiene que :
X Yz
X*tY=t2?

lim
° e lx,:j,fa)—z' (0,0,0)

=0




C. Trabaijeyemos realtaahdo un ambio de
vayiables a polaves.

TbMQNOS
Y:PCOﬁ(ﬂ) ) 3;P66n (3)

ho far Qu ¢ (X,a) — (0;0) wando P 0,
asi, 9e tiene :

X3+X* -242+Y° Posl3)- P3sen®(a)+p>
xa_‘_,a)_ PQ_

= p (cos®(3) - Sen3(3))+)

|U630
il P(cos3(d)’ Send(3))t) =/
p=>0
’ lim P(cos3(5) - %en3(3) )t/ =/

o (X:JI ¢)~ (OIOIO)



P10. Encuentre para cuales niimeros naturales n > 2 el siguiente limite existe:

lTII _+_ mn
lim 2_112
(x,y)—(0,0) T — Y

“7Ana|lgamos Pvimevo e\ caso h =2

hvn X*+g*
(X,‘J)‘%o,o) X*-y2

V\ollumos Qe . 9 haccmoel)w;ncro
420

him  X*¢4° g
4 =0 )(Zfla?z

Pero luego, 9i hacemos pvﬁnevo X0
m XY - _ g
X 20 Xa_yl

U L _

Gin imPoHar aue |luego tomemos ol Q)lvo
\lmhLe.fal‘roerrc (Segun el caso ) el hmie
wo exitste

.l f)ava n= 2 el fli/mhlé’ no ex’té‘re!



— payee N> A _
'flacemos cambio de \/awaue aPolaves,Jm‘gweI

X':P6063 azpéenﬁ'

™ Y(n—l) (cos™ (3) + 5en(3))
Y- 0 (05*y — Sen>Yy

L’ 65{ac'l( notar ve €€ |i-m'n‘re Jn'encle
a0, peve de bemos fener uidado
wh o CuSOo

—> denominador O.
Si

s>y = %n”J
enfonces el limite no existe

s Como, el limite del)e existir Pa\(q
Jodu s las divecciones, lnc\uaendo

X=pcos(ir/u)  Y=pSen(T/1)
= QUﬁ SBW‘Q ono de IO5 Ce-5095 PYO’O’@VHOJI'(OS
~ - ——

E61LO nos Indica que deloemos PYOJ’)aY

ue el lhmite no existe |

—




* Primero, notamos gue , parc, por dav una
opcion (f,0) = (0,01 se hene

m (%) _ i [i)hbl:O
K —= 200 (,’_'_)2‘ Koo 'H

K

< FﬁYO 'OOY OJ[YO ‘O-ClO) fomando

314 :_71:+_4_.
K

] K20

h(ﬂumos g(ue / def'lmchdo

2 4
VK = s (In) — Sen*(3n) | 2 2(
Cos"(Ik) + Gen"( K I

|ucao, He -Ht’ne goe

(X ,4) = Yk (cos (9K, Sen(3k)) = (0,0)
S K—>0 ,lueao

i YK”"“lwsh(JK)+5en"(JK)):4_
K—> oo (06 2(3K) — Sen (I K)

’cho, como pam aml)as 6uc€5iones,€,
limle es distinto

-o° el Iimijre no existe



P11. Estudie la convergencia del siguiente limite:

1§ 115 + 2;’,l‘y4
1m : 4
(z.y)—(0,0) (22 + y2)?2

por im uicion ,POYCC\éY& que el limite es

v?x[ C,) fOCibS‘oulU-‘fg\‘{o , acotoremos  ohhzando

5 ¢ [XZ+ axgY] 5})(]} X4 +2 44 )
C (xR [+ y =)t 416l NCEIES
Acwotauvemos
esto

— ysando coordenadas po\aves
X = Pk 9 4= PSend

}x“*aﬁ“ = Iw(cosqs+zsenan
(X1 42) P

luego , como

Cos g £ | A Senl Y <

|



Tendyemos que

Xt1ad' < (44 21) =3

(Y’}'\' 32)1

Remp‘ajundo en la desngUafc[acj
OWQMaIf

O ¢ [Xs*ax o< x| 3
= (XZ +jl)2

|ueao, coand o (X,(‘]\ —> (0,0)

lim Y13 = ¢
(x,9)=(0,0)

f)or Sqnduu{ch Ge Cmc‘uye Q}ue’

liim X + 93(,3”
(ki g)=>C00) (X2 1722

=0



P12. Considere una sucesion S,, = (x,,y,) — (0,0).
Definimos la sucesién (Z,),en de la siguiente manera:

, _ (@nlcostya) = 1) 205 + 4
" r2 +y2 znl + 3 [ynl

(a) Muestre que (Z,),,cn converge cuando a = 2 e indique su limite.
1 — cos(x)

Hint: Recuerde que z° 2 L y? > 2 yy lim =0

x—0 T
(b) Estudie qué sucede con la convergencia si o = 1

. bas%a 'l'ra)oadjar Coofdenada o Coordenade.

- Xn {Cos([) 4) 2 X+ In "
bi ( n* féjn ‘le)j313n1l>

N L

—> Tmbaal‘amos 1.

L> nueva men CEOYECWY& CDYIVPV?CY al 0

as Q}u@ *mbadam con el modo)o
hm

4 l Xn (cos (Yn)- A ¢ | 4 (cos (3n) "))
Xn * '[’éjn ayj ‘

CA.) chcan J

]Xn (cos(Yn)-1)
Xhz*anl

Como %e tiene que
im 4 — cos(X)

X =20 X




L por Sandwich G fendva
que  (vando (Xm 9n) — (0,0), entonces

Xy (cos(4n)-1)
Xn * *ani

>0

B Tm\oad'ando 4y
Cono duidar gue ok = en esta PaY+€ ;
a5 -

o d¥n *n"
9 [Xn] +3)Yn]

—

U P

et ola <e tiene pues

Xnt 20 A In® 20 alnl20 A |20



Ahove. , acolamos  Gu pehoxmeMe‘-

0 < J-Xn Jrg” = Qkn° il (anz
Xn | +319n] (X 143090 1xXn|+ 3140

O < QXY) *’gﬂ < Q\an# + _fé_ri

[Xn] 31 Y] | Xn | 3lyn)
como Xn= 20 |XY\2|
13l = Yn 2 , as
0 ¢ L¥n % Ya” ( A% [
|Xn | +3]Yn]
0c L " o 2|¥n) 4 Ljﬁ_
|Xn] +3) 4] 3

omo ln)l— 0 ~ l¥dnl—0

por Sandwich

J.an*gnl —> 0
|Xn] +31Yn]

Zn — (0,0)



b on d=1 o Swesion dueds:

I Xn (c0s(Yn)-1)  d¥Xn? +Yn"
¢ ( Xn? t4n* J, 1Xn] *3\j_n|>
T s

S~

A

-

> C,Omo s uona | Sucesion Coorcie Ytaclcx A
coordenada / basla gue una. no conver)o.
pora que Zn no lo haga.

—> Tva\oad‘amos on 1.

Tomamos 4 Swesiones dishintas

On = (_‘_1_ I O) PrHs [ (0,4)

evalvando en 4.

3"4,,’\ + O n - 0o

(FH + 30

> L

luégo, toman do

Sn "‘( “_I;‘i— , O) Ll (0,0)




evalvando en 2.
2-'—,;,—+ O h = peo
_ 1 .
—V-\'\‘\'3O

> — Z

Como lo 5 limites  Son distintos
el limte no exisie )



- - F ‘)
P13. Para v € R considere la funcion f : R — R

erty — 1

6'2.[+2y —1 % 0
S1x+
f(z,y) = Y
ysix+y=0

. 9
(a) Encuentre v tal que f sea continua en R”

—> primero,lo que nos sivve pare vascay

Punjn'lfos (lUO OlUlDAR )TA‘/

v\ojrumos Q}ue ,Por alﬁeloru fa meosicion
de unclone s (.omlnfiuas ][(X,b )C’s comll'nvo

‘d(\(,a] tal gue X+2 o

- |ueao,pam (X/Z)' +a|que XY <=0

Us holay que esto cowes ponde (a,-a)
— Anahzamos el hmite

e 2X+2Y _

lim

(X,b)-—D (ql-—a\ eXxt}l - 1

_ ‘l-m el(X+‘O) —
99> (a,-a) extq - 4

= lim (e**9-1)(e**d +1)
(y)=>@,-a) (e **+3-1)




= |im (e¥*3=1)(e**d +1)
(XY= @,-a)  (e*HF=7)

= lim X + =9
()(/U,"(Q;‘Q) i (9+)\

him e2X+tdq _ 4

I s I

=2

L> 'Uﬁao/ f)O.YCL QUE’CA%UHCIIOH sea COH"thG
‘d(x,‘a) , bustc. con que

v =12
2



P14. Sea f:R?* — R dada por:

xy sin(x) ' |
flx,y) = r2 4 32 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

(a) Determine si f es continua en el (0,0)

> Trubad'avew\oe on unu 5UCES510 M avbﬂmvio
z\() acotando lo 9elucion

n—>00
660\ (KVH :]h\ N (0) O) . Er\'l’OV\CGS ]

gl € L (x*eg2) , 1 Sen Xl < I

9 Sl'aue que

0 < [f (Xn, yn)l = Xg;\xn‘la):r\
O \]L()‘V\ )::]V\)) é— IX;:“ —> 0O

v i “akl

AP h'_':m \f(xm (Jn)\ 0= f(0,0)

L> pox lo que f es conlinva en (0,0)
Y



P15. Estudie la continuidad de las siguientes funciones en R":

([ (22)) < 22y

-y Sen(—gy/_) si (z,y) # (0,0),
(a) f(z,y) = q (22 + y2) .

10 si (z,y) = (0,0).

(5022 + -q2 1

—2 a5 3) -1 si(my) #(0,0
b) gla,y)={ 22+42 (J.szyz) si (z,y) # (0,0)

(-1 si (z,y) = (0,0)

V2 + y? + 22

exp (Va?+y? +22) -1
(¢) h(z,y,2)= si (z,y,2) # (0,0,0),
1 si (z,y,2) = (0,0,0).

a) [ (x4) @n(TX‘_‘é\_) 51 (%, 4)# (0,0)
1,‘,(2

£(%,4) 4 (X*+ y*)
0 5i (%9)=(0,0)

* para (X 4) ¢ R (0,0)

POr a| el)ra (Ompo.sicion de /.unu'ones
cont invas f es onJ'inua. éen IP\’/(U:UJ

C Pora (X,ﬁ) = (0,0)
(—D €5 necesario es-\udiaY el ,imﬂ'e

him
(x,9) —>(0,0) 1(XiY)



Trabaa‘avemos acodando la Juncion

6eo~. unaw Sucesion arbh‘mvm

(Xn, 4n)—>(0,0)
Ge {endra
0 ¢ | HXnYn)| £ (xr’iln\z Sen( Xi'ﬂn )
Xn*+Yn Xn"tYn*
£ | Anlxnt) Sen( Xi n )
Xn“+n Xn“tgn?
Ge Sabe que el geno es acotada
| Sen(2)[ < 4 Yz
Ny adema s

0 £(X-9)" € X2+y*- 2X4
0 ¢ X*+9*-axY
XY e XPtg”

XY ¢ %(X’Jrg‘)



— Ambos  ©sas las vhiligamos pava acotar
0 ¢ | {—(Xn,‘an)l £ | ¥n( Xn4n) Sen( Xn Yn )
Xn*+gn*

nz+3n1

Lhﬁﬁ“l‘ll

A4 | Xn]|
2

Oe  diene por lotonto:

0 ¢ f(Xn,Yn) ¢ _%\an
Cvando (Xa, §n) — (0,0} %\Xn\%o
Por lo que se {endva

him (X, 4) = = £(0,0)
(X:%)"’(.OJO\]L [ 0 {' Jie

" f()(la) es  ondinvw en R*



b) I5O X"4° 'n( ’ )-—4 (%9)#(0,0)
g()(c‘“

. POYQ (X.'ﬁ\ % (0,0)

o algebia " comfoﬁcion de unciones
continvas %(xaa) €5 tontinua en P /[0:0)

* para (X 4) = (0,0)

@ue(ew\os eAudiay Si se liene que

lim alxy) = -1
(X|‘A)__7(010)

lo gue es equivalente a probar
||°m %(X:n)“’l = O
(xl'ﬂ\ - (0)0\

Se tendro.

lim 50 X9 |n( R e
(X Q) X? 442 Xy



——> Jrva\ooaomos acolando la etpresion:
PR A
X5+ LS e qujﬁ"a"T

¢ 25 [(x*+4*)In(X*+y?))
2

<

O €

hacemos Cambl'O de V(Wi(x\a\ﬁ (V) Pb\wfeﬁ

X=r‘5(osﬂ ¢ = Pseny
Con lo aye len dvemos
X+ ‘dz: P"
" ademas

(X, 4) 10,0} | = |pI— 0
|o goue no3 qUec‘a el \imijre,’

lim Pz lh(p")

p=>0

esto es 69(”"\’0\8!!49— o estudiar :

lim
ot ¥ (0



Desarrollamos -
LH

‘Im Y‘Y\(T\ = hm ‘Y\(T\ = ,lm ‘/rz-‘-‘-“m - Y :O

->0* v=>0% 1/v r=>0*-4/yr Y-0*
Por lo tunto

im P*In(P*) =0

P >0
M lvego se dendvo

4 (x,9) _z?_f_wlln(?l\l
por lo Yanto wando (%) — (0)0)

|\.YY\ (X; \:" O = (.0|0)
(\(l‘ﬁ)""’ (0,0) Cd % ﬂ

%(Y,‘A\ es  conhpua en R?



C) / exp (ﬁ’ﬁi\-iﬂ ) -4 9,(’»3,2)#(0.0,0)
hixg,2)= | gz
A G [X,U,Z} 3(0“)0‘

—> denemos que VeY i se tiene

‘l'm h(x’jl?) = 4
(%1),2) =>(0,0,0)

nodumos gue lomando

L = \rxz.,‘. ﬂzle :

X,4,2) = 0,0,0) &) £ — 0
Se Yendva

i h%y,2) = lim e* -1
(XY,2)~(0,0,0) t20 ¢

= 4 (hmite onocide )

Coh(xY,2) es onlinua en (0,0) M como
ox o\aelom Y Comp € continva en' R/ (0,0,0)

—> o6 ontinva endodo R



P16. Considere la funcién f : R? — R definida por:

(22 +y?) _q ’ B
f(;??.y) = {111(;[‘2 + y2 + 1) 51 ("wy) ?é (U()),
1

si (x,y) = (0,0).

(a) Pruebe que f es continua
(b) Muestre que lim  f(z,y) = 4.

[l (z,y)l| =00

(¢) [Propuesto]Qué se puede decir sobre el maximo y el minimo de la funciéon?Se alcanza alguno

de ellos?

6) - Caso 4 (%4) # (0,0)
(X. %’n or \ t)
f 4) es continua al ge m;a,

WM Posicion de funqones ontinua
- Cuso 1 (X;‘a\ =(0,0)

Vemos el limite

'l'm f(xnlé)
()(.8)"'> (0,0)

,‘.m €7XZ+132‘4
() > (0,0) In(x2492 +4)

= [im ell()h‘il)“25_4
(X§) =2 €0,0) T (110K 9ME +1)

fomamog & = \l(%l‘(ﬂ“;



Y 5e lendvo
4y —(0,0) @ t — o0

lim ]L(er))"’ lim et -/
(%4)—00,0) Lt=20 \n(£+41)
= |im e*-1 __ £
£=0 T £ In(e+4)

}es COY\"'N\UO\ en (010)
L. § es continua en R”

‘o\ Ax\u\oao o lo onlerior:

Jim HX,A) = im S
I1(X,9)1l =00 N N (XZ2Y*-1)
",m e ||(.X"3)“2i _4

el = In(IC,9N2 +1)



—> Yomondo  E =lI(X.)*
NP == &) L >
Ge tendvu

lim (X,4) = Dm et
ll()!,;j)u—-wo+ 13 t—> 0 \n(tM)
L' Boppidu)
= Jim et
E —00 4

[£+1)
= )fm e‘t(t'('l)
£ >p0
= ¥ 00

> e e el resullado pedics |



