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Resumen

Teorema: Sean (un) y (wn) sucesiones con-
vergentes a u y w, respectivamente. Si existe
n0 tal que para todo n ≥ n0 se cumple que

un ≤ wn

entonces u ≤ w.

Teorema del Sandwich: Sean (un), (vn) y
(wn) sucesiones reales. Si (un) y (wn) conver-
gen al real ℓ y además tal que

(∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0) un ≤ vn ≤ wn,

entonces la sucesión (vn) también converge y
ĺım vn = ℓ.

Desigualdad de Bernoulli I:

(∀n ∈ N)(∀h > −1)(1 + h)n ≥ 1 + nh

Propiedad(Sucesión qn):

1. ĺım qn = 1, si q = 1
2. ĺım qn = 0, si |q| < 1
3. ĺım qn no existe si q ∈ (−∞, −1]∪(1, ∞)

Propiedad( Sucesión(qn)n): Para q → q

1. ĺım(qn)n = 0, si |q| < 1
2. ĺım(qn)n no existe, si |q| > 1

Propiedades:

• ĺım n
√

a = 1, para a ∈ R+

• ĺım n
√

an = 1, para an → a ∈ R+

Desigualdad de Bernoulli II:

(∀n ∈ N) (h > 0), (1+h)n ≥ q+nh+ n(n−1)
2 h2

o equivalentemente,

(∀n ∈ N)(∀h > 0) 1
(1+h)n ≤ 1

1+nh+ n(n−1)
2 h2

Propiedades:

• ĺım n
√

n = 1
• ĺım nkqn = 0 para k ∈ N y q ∈ (−1, 1)

Desigualdad de Bernoulli III:

(∀n ∈ N)(∀u ∈ (−1, 1
n)), (1 + u)n ≤ 1

1−nu

Proposición: Se tiene que

ĺım(1 + hn)n = 1

cuando (hn) y (nhn) son sucesiones nulas.

Definición: Sea (sn) una sucesión real. En-
tonces:

• Diremos que (sn) es una sucesión cre-
ciente a partir de n0 si ∀n ≥ n0 se tiene
que sn+1 ≥ sn.

• Diremos que (sn) es una sucesión decre-
ciente a partir de n0 si ∀n ≥ n0 se tiene
que sn+1 ≤ sn.

• Si una sucesión es creciente, decreciente,
estrictamente creciente o estrictamente
decreciente, entonces la llamarmos suce-
sión monótona.

Teorema de las sucesiones monótonas:

• Si (sn) es una sucesión (estrictamente)
creciente a partir de n0 y acotada supe-
riormente entonces es convergente y

ĺım sn = sup{sn : n ≥ n0}

• Si (sn) es una sucesión (estrictamente)
decreciente a partir de n0 y acotada in-
feriormente entonces es convergente y

ĺım sn = inf{sn : n ≥ n0}

El número e: sn = (1 + 1
n)n es una suce-

sión creciente y acotada superiormente cuyo
ĺımite es ĺım(1 + 1

n)n = e.
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Resumen

Exponencial: Se define la función exponen-
cial como:

exp(x) := ĺım
n→∞

(
1 + x

n

)n

, ∀x ∈ R

Está bien definida ya que la sucesión es con-
vergente para todo x ∈ R. Se define e :=
exp(1)

Desigualdad exponencial:

∀x ∈ R, exp(x) ≥ x + 1

Propiedades exponencial: Sean x, y ∈ R y
n, p ∈ N, entonces:

• exp(x) exp(y) = exp(x + y)
• exp(x) > 0
• x < 1 ⇒ exp(x) ≤ 1

1−x

• exp(−x) = 1
exp(x)

• exp(x − y) = exp(x)
exp(y)

• x < y ⇒ exp(x) < exp(y)
• exp(px) = (exp(x))p

• ĺım exp(−n) = 0
• exp(x

p ) = p
√

exp(x)

• ĺım exp
( 1

n

)
= 1

Proposición: exp : R→ R+ es biyectiva.

Desigualdad Logaritmo: ∀x > 0,

1 − 1
x ≤ ln(x) ≤ x − 1

Propiedades Logaritmo: Sean x, y ∈
(0, +∞) y n ∈ N, entonces:

• ln(x) + ln(y) = ln(xy)
• ln(x) − ln(y) = ln(x

y )

Potencia de exponente real: Sean a > 0
y α ∈ R, se define: aα := exp(α ln(a))

Potencias: Sean a > 0 y α, β ∈ R, entonces:

• ln(aα) = α ln(a)
• aα+β = aα · aβ

• (exp x)α = exp(αx)
• (aαx)β = aαβ

Logaritmo de base a: Sea a > 0 y a , 1, se
define loga x := ln x

ln a

Propiedades: Sean x, y, a, b > 0 con a, b , 1,
entonces:

• loga x + loga y = loga(xy)
• logb x = loga x

loga b

Ĺımites conocidos: Sea (an) → a, entonces:

• exp(an) → exp a

•
(

exp(an)−exp(a)
(an)−a

)
→ exp(a)

• sin(an) → sin(a)
• ln(an) → ln(a)

•
(

ln(an)−ln(a)
(an)−a

)
→ 1

a

• cos(an) → cos(a)
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