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P1. Bienvenidos

a) Sea X CRy f: X — R una funcién acotada superiormente. Definimos:

sup(f) :==sup{f(z):x € X}.

Demuestre lo siguiente:

i) Si f,g: X — R son funciones acotadas superiormente, entonces f + g también

es una funcién acotada superiormente.

ii) Se cumple que sup(f + ¢) < sup(f) + sup(g).

b) Dado A C R no vacio y a € R, definimos

a+A={a+z:2€ A}

Demuestre que si A es acotado superiormente, entonces a + A es acotado superior-

mente y
sup(a + A) = a + sup(A).

c) Sea A C R un conjunto no vacio y definamos

—A={-x:2¢€ A}

Demuestre que si A esta acotado inferiormente, entonces —A esta acotado supe-

riormente y, ademas, se cumple que

inf A = —sup(—A).

d) Sean X CRy f: X — RT una funcién acotada superiormente. Se define sup(f) :=
sup(f(X)), y si sup(f) es finito, en tal caso diremos que la funcién f es acotada

superiormente. Demuestre que:

i) (1.0 pto) Si f,¢g: X — R™ son acotadas superiormente, entonces f - g también

es acotada superiormente.

ii) (1.0 pto) sup(f - g) < sup(f) - sup(g).
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P2. Infima Matraca

a) Dado el conjunto

A:{.CEER:.CE>O/\ ar 21},
1+«

donde a € R es un valor fijo, determine si existen sup A, inf A, min A y max A. De
existir alguno entréguelo explicitamente.

Indicacion: Estudie los casos a > 1, a <1y a =1 por separado.

b) Dado el conjunto

m
AZ{M-”@?”EN}’

demuestre que sup(A) = 1. {Es 1 maximo de A?

Indicacion: Puede usar que lim,,,_ % = 0.

c¢) Considere el conjunto A definido por

A:{lzm,nEN,m#n}.

jm —n
Demuestre que inf(A) = 0. ;Es 0 minimo de A?
Indicacion: Use la propiedad arquimediana.

d) Sean A y B subconjuntos no vacios de R*. Sea a una cota inferior de A y b una
cota inferior de B. Demuestre que a + b es una cota inferior del conjunto

A+B={x+y:x€ A ye B},
y calcule inf(A + B) en términos de inf(A) y de inf(B).

e) Sea f una funcién creciente cuyo dominio es el intervalo [0,1]. Demuestre que
el conjunto f([0,1]) es acotado superiormente. Calcule el supremo del conjunto
f(]0,1]) y determine si posee maximo.

f) Si A C R es un conjunto no vacio, se define A% = {2?: x € A}

i) Para el caso particular A = (=3, —2] U (0, 1], encuentre explicitamente el con-
junto A? en la forma de uni6n de intervalos. Determine (si existen) méximo,
minimo, supremo e infimo de A y de A2

ii) Para el caso general, demuestre que si A% es acotado superiormente, entonces

A es acotado y que y/sup(A?) > max{sup(A), —inf(A)}

Obs: No es necesario que demuestre la existencia de inf(A).

g) Sea C' = {nj—Q :neNU {O}} Demuestre que inf C' =0y supC = 1.
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P3. s:N—= R

Considere v € R, y las siguientes sucesiones:

3 5
* (rn)neN con r, = nt
dn + 7
2
n
® tn n tn - a——
(bn)nery con tn = 975=—
n
(Sn)neN con s, = n+ 1

* (2n)nen con z, = n+1_\/ﬁ
n

* (by)nen con b, = \/5 + |an|cos?(1 + \/§n) + sin(a, + \/gn) y (an)nen acotada
* (Cn)nen con ¢, = (y/n + % — /)b
* (Wn)nen Y (Yn)nen
a) Determine para (r,),en, por definicién, su limite
b) Encuentre un valor n tal que |r,, — %| < 0.001, le puede ser util que % ~ 60.8
c¢) Determine para (t,),en, por definicion, su limite
d) Encuentre un valor n tal que |t, — %| < 0.0002, le puede ser util que @ ~ 35.36

e) Determine para (s,)nen, por definicién, su limite

g) Demuestre que (b,).en es acotada y que (¢,)nen es nula

)

)
f) Determine para (z,),en, por definicion, su limite

)
h) Demuestre que, si w, — ¢ € Ry (w, —y,) — 0, entonces y,, — ¢
)

i) Demuestre que, si w, — ¢ € Ry (w, + y,) — ¢ entonces y, — 0
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P4. Cuando ese ene tiende a ele

Calcule los siguientes limites:

. 2 .
2) lim sin(n!) + 2n e) nh_{go(\/n +5—vVn+1)vVn+2
n—00 3n24_4
' cos(24e”!)
b) lim {2+ (—1)" f) Jim ——=
: 2 /e
3 g) r}gnolo(\/n +an+b—+vn —I—a’n+b’)
¢) lim n(l—4/1+—) o +n
n h) lim —= " donde s, — ¢
q) fim D
Ry i) lim vi(vi+ T —/n)
P5. Definicién Recursiva y Creciente/Acotada
. , . : 8+ a7
a) Considere la sucesion (z,),en definida por recurrencia x,,,1 := 5 xo = 10.

i) Demuestre que x, > 2 para todo n € N
ii) Demuestre que (z,),en €8 mondtona

iii) Concluya que (z,)nen converge y calcule su limite

b) Considere la sucesiéon

n 1 k
Cp = Z <2k:> , paran > 1.

k=1
i) Muestre que (¢, )nen €s creciente.
ii) Pruebe que (¢, )nen es acotada superiormente.
iii) Concluya que (¢, )nen converge.

¢) Demuestre que la sucesién
(2n)!
Cp = s
22 ()2
converge.

Cn

Indicacidén: Calcule
Cn+1
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