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P1. (Fórmula de Lax-Oleinik) Sean f, θ ∈ Γ0(Rn) con θ(·) finita y diferenciable en todo Rn tal que

ĺım
∥y∥→∞

= ∞

Dada la ecuación de Hamilton-Jacobi:{
∂u
∂t + θ∗(∇xu(tx)) = 0, t > 0, x ∈ Rn

u(0, x) = f(x), x ∈ Rn
(HJ)

Consideremos φ(t, x, y) := f(x− y) + tθ(y/t) + δ[0,∞)(t). El objetivo de esta pregunta es probar que la solución de HJ
viene dada por

u(t, x) =


ı́nfy∈Rn φ(t, x, y), t > 0

f(x), t = 0

+∞, t < 0

Para ello, proceda como sigue:

a) Pruebe que φ es convexa y deduzca que u es convexa en t > 0.

b) Pruebe que para t > 0, x ∈ Rn, el óptimo en u(t, x) se alcanza. Deduzca que u es continua en [0,∞)× Rn.

c) Pruebe que
(t∗, x∗) ∈ ∂u(t, x) ⇐⇒ (t∗, x∗, 0) ∈ ∂φ(t, x, y)

En que y ∈ argminy∈Rn φ(t, x, y). Además, calcule φ∗ en términos de f∗ y θ∗.

d) Deduzca que si (t∗, x∗) ∈ ∂u(t, x) y t > 0, entonces se tienen las siguientes proposiciones

I) t∗ + θ∗(x∗) = 0

II) x∗ ∈ ∂f(x− y)

III) x∗ = ∇θ(y/t)

e) Concluya que u(·, ·) es diferenciable en (t, x) ∈ (0,∞)× Rn y satisface HJ.


