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P1. a) (3 pts) Sea (X,d) un espacio métrico completo y f : X — R propia, semicontinua inferior y acotada inferior-
mente. Suponga que para cada = € X con f(x) > inf f, existe T # x tal que

f(z) = f(@) +d(z,T)
Pruebe que argmin f # @ y que para todo = € X, se tiene que
d(z,argmin(f)) < f(x) — inf f

b) (3 pts) Sea (S™,(-,)) el espacio de las matrices simétricas con el producto interno usual (X,Y) = tr(XY) y
consideremos los siguientes conjuntos:

s ST ={X € 8" : X semidefinida positiva}
s S7, ={X € 8" : X definida positiva}
Definimos la funcién f : S}, (R) — R dada por:
fX)=tr(X71)
Pruebe que dom(f*) = =S} (R) y que la conjugada estd dada por
) = —2u((-v)?)
En que A'/? denota a la (dnica) matriz B € S7 tal que A = BB
Indicacién: Utilice que V f(X) = —X 2. Suponga primero que Y € —S' .
P2. (6 pts) Sea 2 C R” boreliano y u : Q x R¥ — R U {oo} Borel medible tal que para algtin a € L'(2) y ¢ € R se cumple
Yw iy — u(w, y) s.c.i. @)
V(w,y) ulw,y) > —a(w) — ||yl )
Pruebe que el funcional U : L?(Q, R¥) — R U {00} dado por
U(z) = / u(w, z(w)) dw
Q
es s.c.i.

P3. Sea H un espacio de Hilbert en dualidad consigo mismo.

a) (3 pts) Sean f € I'y(H) y S C H subespacio vectorial cerrado. Muestre que si S N dom(f) # &, entonces
f+0s €To(H) y se tiene que
(f+6s)" = (foPs) oPs
En que Ps : H — H denota al operador de proyeccidn ortogonal sobre S.
b) (3 pts) Supongamos ahora que f(z) = 1(Az,z) con A : H — H operador lineal continuo autoadjunto y
semidefinido positivo. Pruebe que

1(Ps(z*),z) siz* € A(S)+ St con (Pso Ao Py)(z) = Ps(z*)
00 sino

(f +65)"(27) = {



