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P1. (Funcionales de Nemitski) Sea Ω ⊆ R boleliano y u : Ω × Rn → R una función Borel-medible no negativa tal que
para casi todo t ∈ Ω, la función u(t, ·) es sci. Pruebe entonces que para p ∈ (1,∞), el funcional Φu : Lp(Ω× Rn) → R
definido por

Φu(x) =

∫
Ω

u(t, x(t))µ(dt)

Es sci. A este funcional le llamamos funcional de Nemitski asociado a u.

P2. (Existencia de soluciones para el Cálculo de Variaciones) Sean T ∈ (0,∞) y f, g : [0, T ] × Rn → R ∪ {∞} dos
funciones que cumplen:

(i) f, g Borel medibles en [0, T ]× Rn.

(ii) ∀t ∈ [0, T ] : f(t, ·), g(t, ·) son sci.

(iii) Existe c ∈ L1([0, T ],R) y d > 0, p > 1 reales tales que para todo t ∈ [0, T ] y w, z ∈ Rn:

f(t, z) + g(t, w) ≥ c(t) + d∥w∥p

(iv) ∀t ∈ [0, T ], g(t, ·) convexa.

(v) Existe û ∈ Lp([0, T ],Rn) tal que∫ T

0

|g(t, û(t))|dt < ∞,

∫ T

0

|f(t, x̂(t))|dt < ∞

En que x̂(t) := x0 +
∫ t

0
û(s) ds para t ∈ [0, T ]. Pruebe entonces que el problema de cálculo de variaciones:

ı́nf
x

∫ T

0

f(t, x(t)) + g(t, ẋ(t)) dt

x(0) = x0

Tiene al menos una solución.


