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P1. Problema de Dirichlet en el disco unitario. El objetivo de esta pregunta es resolver el siguiente

problema:

(PD)

(
�u = 0 en ⌦

u = f en @⌦

con ⌦ := D(0, 1) ⇢ R2
y f 2 C(@⌦). Para esto procedemos como sigue.

a) Exprese u en coordenadas polares (r, ✓) y calcule su Laplaciano en estas variables.

b) Suponga que u(r, ✓) = R(r)⇥(✓). Encuentre ecuaciones diferenciales ordinarias para R y ⇥.

c) Escriba condiciones de compatibilidad y resuelva las ecuaciones anteriores.

d) Determine la solucion del problema.

e) Demuestre la formula de Poisson en dimensión 2:

u(⇠) =
1

2⇡

ˆ
S1

f(⌘)
1� |⇠|2

|⌘ � ⇠|2dS(⌘), 8⌘ 2 ⌦.

P2. Sea un dominio acotado en Rd
y sea u 2 C2

(⌦) \ C(⌦) una función armónica en ⌦. Demuestre que:

sup
x,y2⌦

u(x)� u(y)

x� y
=: M = M1 := sup

x2⌦,y2@⌦

u(x)u(y)

x� y

Con esta igualdad demuestre la siguiente cota para el gradiente de u

M0 := sup
x2⌦

Du  M

Finalmente, demuestre que si es convexa, entonces M0 = M .

P3. (Como usar resultados de la Ecuación de Calor)

a) Escriba una formula explicita para las soluciones de

(
ut ��u+ cu = f en Rd ⇥ (0,1)

u = g en Rd ⇥ {t = 0}

b) Dada la función g : [0,1) ! R, con g(0) = 0, derive la siguiente formula

u(t, x) =
xp
4⇡

ˆ t

0

1

(t� s)
3
2

e
� x2

4(t�s) g(s)ds

para las soluciones del problema

8
><

>:

ut � uxx = 0 en R+ ⇥ (0,1)

u = 0 en R+ ⇥ {t = 0}
u = g en {x = 0}⇥ [0,1)}

Hint: Considere la función v(x, t) = u(x, t)� g(t) y extienda v para x < 0 de forma impar.
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