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P1. El objetivo de este problema es demostrar que para s > d/2 el espacio Hs(Rd) es un álgebra de
Banach con respecto al producto de funciones. Para ello:

a) Demuestre que para todo ξ, η ∈ Rd se cumple:

(1 + |ξ|2)s/2 ≤ 4s/2
(
(1 + |ξ − η|2)s/2 + (1 + |η|2)s/2

)
.

b) Verifique que si u ∈ Hs(Rd) y s > d/2 entonces û ∈ L1(Rd) y además

∥û∥L1(Rd) ≤ C̃ ∥u∥Hs(Rd) .

c) Verifique que si f ∈ L2(Rd) y g ∈ L1(Rd) entonces

∥f ∗ g∥L2(Rd) ≤ ∥f∥L2(Rd) ∥g∥L1(Rd) .

d) Demuestre que uv ∈ Hs(Rd) y además existe C > 0 tal que:

∥uv∥Hs(Rd) ≤ C ∥u∥Hs(Rd) ∥v∥Hs(Rd) .

P2. Probar que si s > d/2 + k, entonces

Hs(Rd) ↪→ {u ∈ Ck(Rd) tal que u→ 0 cuando |x| → ∞}.

Para ello, verifique primero que si s > d/2, Hs(Rd) ↪→ C(Rd) y nula al infinito.

P3. [Calor en S ′] Sea (t, x) ∈ (0,∞)× Rd. Para u = u(t, x) ∈ R, consideraremos la siguiente ecuación
del calor en S ′

(H)

{
∂tu(t, x)−∆u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rd,
u(t = 0, x) = ∂x1δ0(x).

a) Suponga que u(t) ∈ S ′(Rd) para cada t > 0 y ∂tu(t) (como ĺımh→0
u(t+h)−u(t)

h ) existe. Muestre
que ∂tu(t) está bien definida en S ′(Rd) y que F(∂tu)(t, ξ) = ∂tû(t, ξ), donde û(t, ξ) := Fu(t, ξ).

b) Encuentre u(t) y verifique que efectivamente no solo está en S ′ para cada t > 0, sino que
también es función, y está en S(Rd).
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Recuerdos

Transformada de Fourier y convoluciones

Se define la transformada de Fourier F y su respectiva anti transformada F∗ en S → S como:

Ff(k) =
∫
Rd

e−i2πkxf(x)dx F∗f(x) =

∫
Rd

ei2πkxf(k)dk

Además se define como operador de S ′ → S ′ como:

⟨FT, φ⟩ = ⟨T,Fφ⟩ ∀φ ∈ S

Proposición.

Si φ, ψ ∈ S(Rd) entonces φ ∗ ψ ∈ S(Rd).

Proposición.

Para φ ∈ S(Rd), (φ∗) extiende a una operación continua de S ′ en S ′ definida por:

⟨φ ∗ T, ψ⟩ := ⟨T, φ ∗ ψ⟩

además, cumple:

1. F(φ ∗ T ) = F(φ)F(T ).

2. ∂α(φ ∗ T ) = ∂αφ ∗ T = φ ∗ ∂αT .

Espacios de Sobolev

Definición. Se define, para s > 0,

Hs(Rd) = {f ∈ L2(Rd) : (1 + |k|2)s/2f̂(k) ∈ L2(Rd)}

Con la norma:

∥f∥2Hs =

∫
Rd

|f̂(k)|2(1 + |k|2)sdk
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