F(a?(), V(:L'()), DmV(ZIZ())) = )\V(mo) — H(CE‘Q, DxV(SC())) — O,

Definicién 7.1 (Sub(Super)-solucién de viscosidad). Una funcion V(-) continua en Q se
dird sub-solucién de viscosidad asociada a (HJB) si para todo ¢ € C*(Q) y para todo zq €
mdzimo local de V() — ¢(-), se tiene que:

)\V(SU()) — H(SU(), ngo(:co)) S 0. (72)

Andlogamente, diremos que dicha funcion es una super-solucién de viscosidad asociada a
(HJB) si para todo ¢ € C1(Q) y para todo ¢ € Q minimo local de V (-) — ¢(-), se tiene que:

)\V(SU()) = H(CL‘Q, Dmgo(aso)) = 0. (73)
Definiremos, en base a la definicion 7.1, lo que es una solucion de viscosidad de (HJB).

Definicion 7.2 (Solucién de viscosidad). Una funcion V(-) continua en €2 se dird solucién
de viscosidad de (HJB) si es sub-solucion y super-solucion de viscosidad de (HJB).



F(a?(), V(:L'()), DmV(ZIZ())) = )\V(mo) — H(CE‘Q, DxV(SC())) — O,

Proposicion 7.4. Se tienen las siguientes afirmaciones:

a) SiV € C(Q) es solucion viscosa de (HJB) en (), entonces es solucion viscosa de (HJB)
en todo abierto 11 C ().

b) SiV € C(R) es solucion cldsica de (HJB), entonces V es solucion viscosa de (HJB).

c) Si Ve CHQ) es solucién viscosa de (HIJB), entonces es solucién cldsica de (HJB).
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con A > 0, A = {u(-) € L*°([0,T]; R™) : u(t) € UVt € [0,T] c.t.p. }, donde U C IR™ es
compacto, z(-) = x(-;u,xo) solucién de (6.12) tal que se debe llegar al objetivo z(T') € T,
con 7 un conjunto cerrado. Notemos que para este problema el tiempo final es libre y es
considerado una variable de decisién. Estas dos Ultimas condiciones pueden reescribirse como
elr] € B con B = IR, X T. Diremos que el par (u(-),T") es admisible si t(u;zg) > T y se
cumplen las condiciones anteriores.

£(t) = flz(t),u(t)) ctp.t=>0; z(0) = 2q-

V(SIZ()) = Val(PmO),



Principio de Programacion Dinamica (PPD)

Teorema 6.10. Sean xo ¢ T y 7 € (0,T(z¢)), entonces se satisface:

V(zg) = u(n)lefA {/07' e U(x(t;u, 2o), u(t))dt + e NV (z(1; u, a:o))}

Lema 6.11. Sean zo ¢ T y 7 € (0,T(xp)). Entonces

AV (20) = fnf { /O “Uwo, u(t)dt + V(a(r)) — v«m)} +o(r),

con o(-) uniforme con respecto al control.



Lema 6.5. Sea f : IR" x IR™ — IR" una funcion localmente Lipschitz con respecto a las
variables de estado uniforme con respecto al control, entonces

(i) x(t;u(-),x9) =29+ O0(1) Vtelor],
(i1) x(T;u(-),x9) = xo + fOT f(xg,u(s))ds + o(7),

donde en ambos casos o(-), O(-) son uniformes con respecto al control u(-).



Definicion 6.12. Se denomina a la funcion H : IR" x IR™ — IR el (verdadero) Hamiltoniano
del sistema, definida por

H(z,p) := min H(z, v, p)

donde la funcion H(x,v,p) = l(z,v) +p' f(x,v) es conocido en este contexto como el pre-
Hamaltoniano.

Teorema 6.13 (Hamilton-Jacobi-Bellman). Sea la funcion valor V (-) diferenciable en IR™\T .
Entonces

)\V(CU()) = H(ﬂ?o,DmV(mo)) v ) ¢ T



Definicion 6.12. Se denomina a la funcion H : R" x IR" — IR el (verdadero) Hamiltoniano
del sistema, definida por

— min H
H(z,p) min (z,v,p)

donde la funcion H(x,v,p) = l(z,v) +p' f(x,v) es conocido en este contexto como el pre-
Hamaltoniano.

Teorema 6.13 (Hamilton-Jacobi-Bellman). Sea la funcion valor V (-) diferenciable en IR™\T .
Entonces

)\V(ZU()) = H(CC(),D;EV(LE())) i ) ¢ T

Este resultado sigue siendo cierto si V(.) es solo continua
En tal caso V(.) es solucion de viscosidad de (HJB)



Figura 1: Solucién obtenida u(z) = |z|s



Definicion 7.5. Sea V € C(Q2). Se define el superdiferencial de V' en el punto x € €2, como
el siguiente conjunto:

DIV (zx) = {p € R™ : lim sup Viy)=Viz)=p-(y— =) < O} ; (7.5)

YT ye ly —z|

De manera andloga se define el subdiferencial de V' en el punto x € €2, como el siguiente
conjunto:

D_V(z):=<peR": limsup Viy) - V(:c)_— p-(y—z) >0,. (7.6)
Y7 yeQ ly — ||



Lema 7.6. Sea V € C(QQ) y sea x € (2, entonces:

1. p e D}V (x) siy solo si, existe una funcién ¢ € C1(Q), tal que Dyp(z) = p, y tal que
la funcion V — ¢ posee un mdzximo local en x.

2. pe D;V(x) siy solo si, existe una funcién ¢ € C1(Q), tal que Dyp(x) = p, y tal que
la funcion V — ¢ posee un minimo local en .

Definicion 7.7. Una funcion V € C(£2) es una sub-solucién viscosa de (HJB) en §2 si
F(z,V(z),p) <0,
para todo x € Q0 y para todo p € D}V (x).

Similar para super solucion y D*-V(X)



Compatibilidad para soluciones generalizadas

Proposicion 7.9. Se tiene las siguientes dos propiedades:

a) Si'V es una solucion viscosa de (HJB), entonces:
Fle, Vie), DV iz)) =10,
para todo x € ) donde V' sea diferenciable.

b) Si V es localmente Lipschitz continua, y es una solucion viscosa de (HJB), entonces:

F(z,V(z),D,V(x)) =0 ctp en S.



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4: Principio de Programación Dinámica (PPD)
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11

