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Auxiliar 5: Conexidad y Espacios Topológicos
P1. (Algunas propiedades de conexidad)

a) Sea 𝐴 un espacio topológico conexo, 𝑋 un espacio topológico y sea 𝑓 : 𝐴 → 𝑋 una función continua
sobreyectiva. Pruebe que 𝑓 (𝐴) es conexo y concluya que 𝑋 es conexo.

b) Sea 𝑋 un espacio topológico conexo por caminos, demuestre que 𝑋 es conexo. (Notar que aquí
demostramos que conexidad por caminos implica conexidad)

c) Sea 𝐷 ⊂ ℝ2 un subconjunto numerable. Pruebe que ℝ2 \ 𝐷 es conexo.

P2. (Topología, por fin!)

a) Sea 𝑋 un conjunto y 𝜏𝑑 = P(𝑋) la topología discreta. Pruebe que 𝜏𝑑 es la topología más fina de 𝑋 .
b) Sea 𝑋 un conjunto, (𝑌, 𝜏𝑌 ) un espacio topológico y 𝑓 : 𝑋 → (𝑌, 𝜏𝑌 ) una función.

1) Pruebe que 𝜏𝑋 =
{
𝑓 −1(𝑈) |𝑈 ∈ 𝜏𝑌

}
es una topología sobre 𝑋 . Nota: Esta topología se llama la

topología inducida por 𝑓

2) Demuestre que 𝑓 : (𝑋, 𝜏𝑋 ) → (𝑌, 𝜏𝑌 ) es continua.
3) Propuesto: Concluya que 𝜏𝑋 es la topología mas gruesa tal que 𝑓 es continua.

c) Demuestre que si 𝑋 es un espacio topológico tal que para cualquier espacio topológico 𝑌 y toda
función 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , 𝑓 es continua, entonces 𝑋 debe estar dotado de la topología discreta.

P3. (Axiomas de Kuratowski) Sea 𝑋 un conjunto y 𝜈 : P(𝑋) → P(𝑋) una función sobre la clase de
subconjuntos de 𝑋 (es decir, sobre las partes de 𝑋). Diremos que una tal función 𝜈 satisface los axiomas
de Kuratowski si satisface los siguientes axiomas:

1) 𝜈(𝑋) = 𝑋

2) 𝜈(𝐴) ⊆ 𝐴 para todo 𝐴 ⊆ 𝑋

3) 𝜈(𝜈(𝐴)) = 𝜈(𝐴) para todo 𝐴 ⊆ 𝑋

4) 𝜈(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝜈(𝐴) ∩ 𝜈(𝐵)
a) Pruebe que 𝜏 = {𝜈(𝐴) |𝐴 ⊆ 𝑋} es una topología en 𝑋

b) Para 𝐴 ⊆ 𝑋 definimos su interior como el conjunto

int(𝐴) =
⋃

𝑈⊆𝐴,𝑈∈𝜏
𝑈

es decir, es el conjunto abierto más grande contenido en A. Pruebe que para todo 𝐴 ⊆ 𝑋 , 𝜈(𝐴) =
int(𝐴).


