Pauta auxiliar 3

sabado, 31 de agosto de 2024 17:16

P1. (Aplicacion de punto fijo de Banach)

Sea C(|a, b], R) el espacio de las funciones reales continuas con dominio en el intervalo [a, b], y sea la
métrica d. la métrica inducida por la norma del supremo esencial, i.e

deo(f,2) = |If = gllc = sup |f(x)—g(x)|
x€[ab)

a) Pruebe que el espacio métrico ((C([a, b], R),d.) es completo.
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b) Dada la siguiente ecuacion integral
b
fl(x) =g(x)+ ).f k(x,y)f(y)dy
a

donde g(x) € C([a,b],R), k(x,y) € C([a,b]? R), encuentre las condiciones sobre A para que
exista solucién a esta ecuacion. (Hint: Note que la ecuacion es de la forma T(f) = f, y use Punto fijo
de Banach)
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P2. (Propiedades de espacios completos)

a) Suponga (X,d;) y (Y, d;) dos espacios métricos, donde (X, d;) es completo. Sea E un conjunto
cerrado en X y sea f : E — Y una funcién continua. Pruebe que, si se tiene
da(f(xy), f(x2)) = di(x1,x2) Vx;,x3 €X

Entonces f(E) es cerrado.
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b) Sea f : (X,d,) — (Y,d») una isometria sobreyectiva. Pruebe que si (X, dy) es completo, entonces
(Y, d>) lo es también.
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¢) Dados (X,d,;), (Y,d;) espacios métricos completos, pruebe que Z = X X Y es completo con la
métrica del producto
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P3. (Teorema de Picard-Lindelof via punto fijo) Sea el problema de valor inicial

dx(t)
dt

= f(t,x), x(0)=xp

donde f : A ¢ R? — R es una funcién dada y x(t) es la funcién desconocida de la EDO. Usare-
mos el teorema de punto fijo de Banach para demostrar el teorema de Picard-Lindelof, que nos asegura
existencia y unicidad de la solucién de la ecuacion anterior. Recordemos el enunciado del teorema:

a) Re-escriba la EDO en forma de una ecuacién integral y enuncie el problema integral equivalente.

b) Forme un operador T sobre un espacio completo Hint: (Qué espacio demostramos en la P1 que era
completo?

&\ ot emos gu S Xe C{[[éo'e‘,to'f?‘l/nz)l’fw/ﬂ L Zbo

DX besvehe VicceSoh Bnitinle

t
Xt€) =YX, + f/{S,NS))JQ (sab J inkyh-r )?é'DO Mkﬁo \,f)

[

Acl(/)yc/(, Si Qgft~nes X € C(Eé,—a, dot ?_)) l’eS«ele- esta cc. .'méefn/,
C”M?C&S/ for Teo. /tm&ewl’bl JGI Cé/‘olo X es uvaa Cokoo; Con},n,,. My fr
(L'/dWaM de e Zpo ta.-cal.

(.. Lc £DO con C.i

fr XE le’eS e?m—wéi{‘ 2 le ec ,'nhyb/ Pt
XeCt

bl Sep o om0 e ! trneiinds del techem: , Tizite-p5,40tpT e yeC(T)
Qa/’n’mw el qﬁebcé) ¢

T(NR):= X.,+Sf/s,r/s)),/s , el
2

Y c/e%'nemas el Cotifutrto
X:-:l, VYel(T); Yl)=X , ?:IP | Xo- yle)| € 6,3!
VV__/
O consprcc:ss, X es onl Scheyprco ceteds (G b wityiey deo] de 1)

Cam‘fo-ﬂ/olrmc ?.w &[I),Joo] et c‘o,,,/é,é v X e Svégo”fv%)
Leth do =) (X, des) €3 czynp%

¢) Pruebe que el operador T es una contraccion.

d) Concluya mediante el teorema de punto fijo de Banach que la EDO inicial tiene solucion y esta es
unica.
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