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P1. [Hipoteseando] Sean 5 €]0,1[ y §p > 0 dos constantes que suponemos conocidas. Sean Xi,..., Xy
variables aleatorias reales i.i.d. cuya distribucién tiene la densidad

fo(x) = mlﬁ)el[—ﬁe;e} (2),

donde 6 > 0 es un parametro desconocido. Queremos probar la hipdtesis nula HO : 6 €]0, 6] contra la
hipétesis alternativa H1 : 6 > 6y a un nivel a €]0, 1[. El objetivo del ejercicio es construir y estudiar tres
tests para estas hipdtesis y comparar su potencia.

a) [Preliminar] Sean Uy, ..., U, variables uniformes i.i.d. en un intervalo [a,b]. Demuestre que la
funcién de distribucién F' de Z = max(Uy, ..., U,) se escribe:
0 siz <a,
n
F(z) = (Z:Z) sia<z<b,
1 si z>b.

El primer test esta definido por su regién critica:

Wi ={(z1,...,2n) : 1121?;}%"191 > c1}.

b) Suponemos ¢; €]0, §p[. Calcule
Ei(0) =Py (m;ix X; > 01>

1<i<n
para todo 6 > 0 y demuestre que 6 — F;(6) es creciente.
Sea vy = (1+8)(1 — oz)l/”. Las valores de 3, a y n son tales que v > 1.
¢) Dé la expresion del valor critico ¢; en funcién de 3, v y 6y y verifique que ¢; €]0,6y[. (Recordar que
queremos una prueba de nivel a.)

d) Para 6 > 6y, sea 71(0) la potencia del test 1. Dé la expresion de () en funcién de 6, 5, n y ¢,
luego en funcién de 0, 8, n, vy 6p.

e) Inspirdandose en el test 1, proponga un segundo test utilizando como estadistico de prueba minj<;<, X.
Rehaga las tres preguntas anteriores para este segundo test e indique:

= la region critica del test, Wa
= la expresién del valor critico co en funcién de v y 6y,
» la expresion de la potencia my(6) en funcién de 6, 5, n, vy 6.

f) (Es alguno de estos tests uniformemente méas potente que el otro?

Para el tercer test se utiliza el estadistico de test dado por:

1
T3 = max (méx X;,—— min XZ-> .

1<i<n B 1<i<n



g) Sea, para 1 <i <mn,Y; = max(X;, —%Xi). Exprese T3 en funcién de los Y;.

h) Suponemos que el valor critico del test, denotado c3, vive en ]0,6y[. Para 6 > 0, exprese F3(f) =
P(T3 > ¢3) en funcién de la funcién de distribucién Fy asociada a la densidad fy.

i) Dé la expresion del valor critico c3. Verifique que c3 €]0, 6p].
j) Calcule m3(f) en funcién de 6, 8, n, vy 6y. Compare los tres tests.
P2. (%) Recordamos la definicién de una Ley multinomial de orden K. Sea N € N* p €]0,1[¥ tal que

Zfi ,pi = 1. Llamamos ley multinomial de parametros (N, p) a la ley de probabilidad en {0,1,..., N}
definida por la funcién de masa:

! K i : K =
{Hfévlmi! [Te, p¥, si(z1,...,2x) €0,1,...,NX tal que Y1t 2; = N,

0, en otro caso.

P(xl,...,xK):

Denotamos X ~ M(N,p).

Recordamos también la definicién de una ley de Dirichlet de orden K. Sea a = (ay,...,ax) € RE.
Llamamos ley de Dirichlet de pardmetro a a la ley de probabilidad con soporte S = {z € [0,1]% :
Zfi 1 Z; = 1}, definida por la densidad:

K 7/_1 .
ﬁni:1x? , Sl (xla"'vxK)ES7

0, en otro caso.

p(l’l,...,.’L‘K):{

Denotamos esta ley como Dir(a). La ley de Dirichlet de orden 2 es la ley Beta, Dir(a1, a2) = Beta(ai, a2).

a) Sin realizar el célculo, indicar cémo determinar la funcién B(a). Se supone conocida para el resto del

ejercicio.

b) Sea Y una variable aleatoria que sigue una ley multinomial de orden K, K > 3, y de pardmetros
(N,0), donde N es conocido e § = (64, ...,0k) es desconocido. Sea y = (y1,. .., YK ) una observacién
de la variable Y. Nos encontramos en el marco de la estimacion bayesiana para 6. Suponemos la
distribucién a priori 7 = Dir(a), con a = (a1,...,ax) € RE. Determinar la ley de la distribucién a
posteriori p(fy).

¢) 1) Demuestre quesi (X1, ..., Xx_1, Xx) sigue una ley de Dirichlet de pardmetros (a1,...,ax_1,ax),

entonces (X1,..., Xg_2, Xg_1+Xk) sigue una ley de Dirichlet de pardmetros (a1, ...,ax—2,ax -1+
a K)

2) Denotamos a, = Zfi;,) a; y yr = Zfig y;. Deducir de la pregunta anterior que p(61,62|y) o
9a1+y1—19a2+y2—1(1 — 6, — 6 )arerr*l
1 2 1— 02 .

P3. () [.Y sino puedo invertir?] Sea X una variable aleatoria con valores en R? e Y una variable aleatoria
con valores en R. Suponemos que la ley de X es conocida. Sean N pares independientes de observaciones
(xi,yi)1<i<n- Nos interesamos en la regresion lineal de Y dado X:

Y =Bo+ BTX + ¢, donde £ ~N(0,6%) y es independiente de X

Suponemos que T = % Yrjxi=0ey= % Y1 yi = 0. jPodemos ponernos siempre bajo este supuesto?
Denotamos x;; como la j-ésima componente de las variables explicativas de la muestra i, x;. Definimos la
matriz de design del problema de regresion y el vector de labels como:

11 e l‘lp Y1

TN1 --- ZTNp YN



P4.

P5.

a) Recuerde el problema de estimacién de (S, 3) en este contexto. Demuestre que bajo nuestros su-
puestos, necesariamente fy = 0. Podemos asumir esto para los items siguientes.

b) Si N > p recuerde cémo es la solucién explicita al problema de los minimos cuadrados.

c) Sea p > N. En este caso, la regresion lineal clasica no es posible (;por qué?). Para solucionar este
problema consideraremos el problema de regresion ridge (también se le dice con penalizacion L2).
Es decir, para A > 0, buscaremos:

Bridge € arg min || Xy - Y3+ A3

Explique por qué esto nos permite resolver el problema y encuentre la solucién explicita (demostran-
do, de paso, que es tnica).

[;Regresién Lineal?] Queremos explicar la relaciéon entre una v.a. ¥ que toma valores en {0, 1} (e.g.
para una clasificacion binaria) y un vector de covariables X a valores en RPT! (con la primera coordenada
estando fija en 1). Aplicar un modelo de regresién lineal cldsico, ¥; = 7 X; + &; (con &; centrados), NO
parece ser la mejor idea, pues el lado derecho es, en principio, no acotado.

Lo que si podemos hacer es recurrir a los modelos lineales generalizados. Por ejemplo, consideremos la

-7
entre los Y y los X como: m; := P(Y; = 1|X;) = logit (8o + A7 X;). BEs decir: logit(E[Y|X]) = o+ T X

(es casi un modelo lineal).

funcién logit: |0, 1[— R : 7+ log ( z ) (cuya inversa es la funcién sigmoide); y modelaremos la relacién

Sea (X1,Y1),..., (X, Y,) una muestra i.i.d. de estas v.a.s. Asumimos que los (X;); son todos fijos:

a) Demuestre que la log-verosimilitud (condicional) de la muestra en funcién de (3 se escribe como:
n

UBI(X5, Yi)i) = Y [YiX] B —log (1 + exp (X B))]
=1

b) No existe una expresién analitica para el EMV. Se debe utilizar un algoritmo de optimizacién
(Newton-Raphson), para aproximar el 6ptimo mediante una secuencia (3*));cy dada por:

Bl = 0 — [ (8" U(8®)

donde S(B(k)) = g% y H(B(k)) es tal que H(B(k))i,j = aggﬁj‘

Dé una expresién explicita de U(B%®)) y H(8%*)) en el contexto del modelo logistico.

Consideremos (x1,Y1),..., (n, Yn) € RP X R observaciones (ejemplos) en las que se supone que siguen un
modelo lineal de la forma:

Y =60+ Bl ai+e, (1)

donde €,...,e, ~ N(0,0?). Se supone que los z; son deterministas, By € R, f € RP son pardmetros
desconocidos, y 02 > 0 se supone conocido. Para simplificar las notaciones, se incluird un “1” al principio
del vector de covariables, para poder escribir el modelo de la forma:

}/:i = /BT:ci + €5, (2)

donde el vector 8 ahora tiene tamafnio p 4+ 1 (y Sy corresponde a su primera coordenada). Definimos la
matriz de design A como:



=~

A=| | eRPFD - (3)

S

y suponemos que A tiene rango p + 1.

a) Demuestre que AT A es definida positiva. Recuerde la expresién del estimador de minimos cuadrados,
que se denotara como [, y justifique que estd bien definido.

b) Sea R, el riesgo empirico, que estd dado por:

n

R, = (Yz - BT%>2

SRS

—1

~

Demuestre que
A 1 T
R,=-Y"'QY
n
donde @ es una matriz de un proyecciéon ortogonal que usted debe determinar (en particular, debe
explicitar su imagen y su rango).
¢) Demuestre que

E[R,] = o2 (1 - p:l>

P6. (x) [Triangulando] Se miden los dngulos 61, 62, 63 de un tridngulo, obteniéndose las observaciones y1, 2, y3.
Las mediciones tienen errores normales, centrados, de varianza comin o2 e independientes. Esto permite
plantear el modelo lineal y; = 6; + &; (i = 1,2,3) sujeto a la restriccion 6 + 6 + 03 = .

a) Muestre que el estimador de minimos cuadrados de 6;, tomando en cuenta la restriccion, estd dada

por:
A m
Y Y 3

b) Sesospecha que el tridngulo tiene dos posibles combinaciones de angulos: (7/3,7/4,57/12) y (7/2,7/3,7/6).
Escriba en detalle el modelo paramétrico del problema y plantee, en términos de los pardametros del
problema, y las hipotesis Hy y H;.

¢) Suponga o conocido y desarrolle el Test de Neyman Pearson de nivel «, explicitando la regién critica.

P7. (x) [Testeando Cosillas] Considere un modelo en el que

v — xib1+e, sii=1,...,nq,
T . .
xifo+e; sit=ni+1,...,n1+n9=n,

con €1, ...,¢ep i.i.d. de N(0,0?) y variables independientes 21, . . ., z,, tomadas como constantes conocidas.

a) Escriba este modelo como un modelo lineal.

b) Encuentre estimadores insesgados para 1 y (a.



¢) Considere la cantidad ¢ = XT3, siendo X alguna matriz de disefio y 8 = (81, B2)” v

2
o _lv—gl
n—2
Jqué distribucién sigue s2?
Ahora se decide llevar a cabo el siguiente test de nivel 1 — a:

Ho: p1 = P2 v/s Hy: B1 # Po
Para ello asumamos Hj, denotando a [y el parametro que tiene igual valor que 51 y B2 y siga el
siguiente esquema:

d) Sea X la matriz de disefio bajo Hy y & = X[ f3o, calcule ||€ — &||?. ;Qué interpretacién le da a esta
cantidad? ;Qué pasaria con esta cantidad si Hy fuera cierta?

e) Con s? y ||¢€ — &|? construya un estadistico que defina el p-value del test y su regién critica de
rechazo, explicite ambas. Indicacion: Si Sy ~ X?llf So ~ X?lg’ entonces

S1/dy
~ F,
Sg/dg dlde

donde Fy, 4, es ley Fisher de grados de libertad dyi, d2, asuma conocida esta distribucion para todo
dyi,ds.

P8. (%) [Bayesiando] Sea X,, = (X1, ..., X,,) una muestra de n observaciones independientes e idénticamente
distribuidas segun la ley de Poisson con parametro 6 > 0.

a) Demuestre que el estimador de maxima verosimilitud de 6, denotado como HEMV, estd bien definido
y dé su expresion.

b) Verifique que el vector de score esta centrado, calcule la cota de Cramér-Rao y demuestre que éEMV
es un estimador insesgado eficiente.

Ahora, el pardmetro desconocido 6 se distribuye a priori como Gamma(«yg, 8y), donde ag y 5y son niimeros
reales estrictamente positivos dados:

7(0) o (509)a0—1e—5001{9>0}.

¢) Demuestre que la familia de leyes gamma es conjugada para el pardmetro 6.

d) Determine el estimador bayesiano 6ptimo para la pérdida cuadritica, denotado como poaves, (Se
puede utilizar sin demostracién el resultado general visto en clase).

Volviendo a un enfoque “frecuentista” para las cuatro ultimas preguntas, lo que significa que nos intere-

samos en las propiedades de los estimadores éTELMV y rayes para un 6 > 0 fijo.

. . B . . .y

e) Demuestre que el estimador bayesiano 6, es sesgado independientemente de la eleccién de los
parametros ag y By, pero asintéticamente insesgado.

. o . AEMV nBayes

f) Calcule el riesgo cuadratico de cada uno de los dos estimadores, 6,; n

y 0
éEMV hBayes
n

g) Demuestre que ninguno de los dos estimadores, y 0,7, es preferible al otro en términos de

riesgo cuadratico.

h) Demuestre que el estimador bayesiano 5™ og fuertemente consistente y asintéticamente gaussiano,
especificando su varianza asintética. Compare con las propiedades asintéticas de QEMV. (Indicacion:
observe que GaneS tiene la forma a, + b,X,, con a,, = O(1/n) y b, =1+ O(1/n)).



P9. [Esto NO es Lineal] En este ejercicio, suponemos que observamos n variables aleatorias:
Yi=f(w) +e, 1<i<n, (1)

donde los puntos z; son deterministas, espaciados regularmente entre 1/n y 1:

los ¢; son i.i.d. N(0,02) con varianza 2 > 0 conocida, y f : [0,1] — R tiene la forma:

K
f(z) =aop+ Z ay cos(2rkx), (3)
k=1
con ag,ai,...,ax siendo pardmetros reales desconocidos.

a) Bajo estas hipétesis, escriba el modelo (1)—(3) como un modelo lineal gaussiano Y; = (X3); + &;
especificando X y f.

~

b) Suponemos ahora que K+1 < n. Verifique que el estimador de minimos cuadrados B = ( ﬁo, Bg, ooy BKR)
de [ estd bien definido y demuestre que es igual a:

BO = %Z?:li/l = Yna
Br = 231 Yicos (33).

¢) De ello, obtenga un estimador fi de pr = (f(i/n))1<i<n y proponga finalmente un estimador f de la
funcién f.

d) Calcule la esperanza de la suma de los residuos al cuadrado normalizados r, = %E [Zk Y -X BA)%} .
;,Qué sucede cuando K estd fijo y n tiende a infinito?

e) Suponemos ahora que n = K + 1. Dé el valor de r,. { Qué se puede decir de la funcién f en los puntos
x;=1/n,1 <i<n?



