Universidad de Chile
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

Departamento de Ingenieria Matematica
MA2002-2 — Célculo Avanzado y Aplicaciones

Auxiliar 7

Variable Compleja

Profesor: Ricardo Carlos Freire
Auxiliar: Bruno Pollarolo

Pregunta 1

Sea f : Q2 C C — C, con Q # () abierto, holomorfa en 2. En coordenadas polares se tiene que
z =re’ y que f puede ser escrito como f = u(r,0) + iv(r,0) con u y v diferenciables. Pruebe que
las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares toman la forma
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Pregunta 2

a) Sea una funcién f : Q — C. Demuestre que si f y f son holomorfas, entonces f es una funcién
constante.

b) Sea u(z,y) = g(z +y) V(z,y) € R?, donde g es una funcién real suficientemente diferenciable.
JPara cudles g la funcién u corresponde a la parte real de una funcién holomorfa f? Identifique
f en estos casos.

Pregunta 3

a) Resuelva la ecuacién e® = cos(iz).

b) Compruebe que la forma de extender el logaritmo como funcién inversa de e* en los complejos
estd dado por
log(z) = In |z| + iarg(2)

con |z| el modulo de z y arg(z) su argumento (dngulo respecto al eje real). Comente respecto a
posibles problemas en la definicién de esta funcion.

¢) Usando el hecho de que en los reales

% = exp(aln(z))
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halle el valor de (—1)* (con 0 < a < 1) en los complejos, eligiendo una rama de corte adecuada
para el logaritmo complejo.

Variable compleja

Representacion en forma polar de un nimero complejo: Un nimero complejo z = x+iy
puede ser representado en forma polar como z = re*?, donde r es el médulo o la magnitud de z
y 0 es el argumento de z. Para calcular r y 8 a partir de z e y, usamos las siguientes formulas:

T

arctan (¥) sixz >0,

+2kw con k €7Z
arctan (£) + 7 siz <0,

0 = arg(z) = {
Funcién Compleja: Decimos que f : 2 C C — C es una funcién compleja. Usualmente, se
denota f(z), con z = z+iy, como f(z2) = f(z+iy) = u(x,y)+iv(z,y) con u,v funciones de R?.

Continuidad: Sea f una funcién compleja, decimos que f es continua en zy si y solo si u
y v son continuas en zp. Notemos que, para funciones complejas, operaciones de algebra y
composicién de continuas es continua.

Derivabilidad: Dado €2 C C abierto, decimos que f : Q — C es derivable en zy € € (en el
sentido complejo) si el limite:
o 1) = f()

2—20 Z— 2

existe. Se denota por f’(zo).

Ecuaciones de Cauchy-Riemann: Sea f : {} — C una funcién compleja. Decimos que f es
derivable si y solo si u,v son diferenciables en zy = (x,90) y se cumplen las condiciones de
Cauchy-Riemann:

ou  Ov ou ov
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Funcién Holomorfa: Sea f : 2 — C una funcién compleja, con €2 su dominio y zp =
o + 1y € 2. Decimos que f es holomorfa en z si f es derivable en una vecindad de z.
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