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Pregunta 1

De acuerdo a la teoria de Yukawa, el potencial generado en una interaccién protén-neutron esta
dado por

—amr

26

U(r)=-g

en coordenadas esféricas, para ciertas constantes g, a > 0.

r

a) Encuentre la fuerza asociada para r # 0. (Hint: F = —VU).

b) Calcule directamente el flujo a través de un casquete esférico de radio R centrado en el origen,
orientado segin la normal exterior.

¢) Pruebe que V2U = o?m?2U, en R?®\ {0}.

Pregunta 2

Considere el siguiente campo vectorial

A~

F(z,y,2) = (32%y — 32 + e“sinz) i+ 2% j+ (e“ cosz — 3x) k
a) Calcule V x F.

b) Considere la curva I' definida por

A~

7(t) = (cos(t),sin(t), cos(t)) = p + cos(t) k

con t € [0, 27]. Calcule el trabajo realizado por F en la curva I" cuando se recorre positivamente.

Pregunta 3

Considere la funcién
f(2,y,2) =

az

(22 + y? + 22)3/% (z,y,2) € R?\{(0,0,0)}

a) Escriba la funcién f en coordenadas esféricas.
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b) Calcule el laplaciano de f en Q = R?\ {(0,0,0)}.

c¢) Determine el campo E : Q — R? que satisface E = —V f. Luego calcule explicitamente

/E~dr
C

donde C' es la circunferencia descrita por la ecuaciéon 22 +y? = a?, con 2 = 0y a > 0, recorrida
antihorario. jEs E conservativo en 27 jQué puede decir de la validez del teorema de Stokes
para este caso?

2

d) Calcule la integral de flujo de E a través de la esfera de radio R centrada en el origen, orientada
segun la normal exterior.

Pregunta 4

Consideremos el campo vectorial

Y i+ T
=— i
v?+y? ity

5

que es de clase C* en el abierto conexo Q = {(z,y, z) € R | 22 +4? > 0} = R?\ Eje Z. Este campo
es irrotacional en todo R? \ Eje Z.

a) Demuestre que el campo F es irrotacional en R? \ Eje Z, es decir, que V x F = (.

b) ¢Se puede concluir que el campo F es conservativo en todo R? \ Eje Z? Justifique su respuesta
considerando la definiciéon de un campo conservativo.

c¢) Considere la circunferencia C(a) de ecuacién x? + y? = a? recorrida en sentido antihorario.

Calcule la integral de linea fo( a) F-dr y discuta su significado en relacién con la conservatividad
del campo.

d) Explique por qué no es posible aplicar el teorema de Stokes a la integral de linea calculada en
el ftem (c) en el contexto del dominio 2 = R3 \ Eje Z.

e) Bajo qué condiciones sobre la curva cerrada I' y la superficie S se puede aplicar el teorema de
Stokes para un campo vectorial en el dominio 2 = R3 \ Eje Z? Describa las implicaciones para
la conservatividad de F en tales casos.

f) Basdndose en los resultados anteriores, discuta la relacién entre la irrotacionalidad de un campo
vectorial y su conservatividad en un dominio especifico. jEs la condiciéon de ser irrotacional
suficiente para que un campo sea conservativo en el dominio ) = R3 \ Eje Z?
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Coordenadas ortogonales

Sistema de coordenadas curvilineas: Sea R : D C R3 — R? suficientemen-
te diferenciable e invertible tal que a cada (u,v,w) € D le corresponde un punto
(x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) € R3.

Sistema ortogonal: Sea R un sistema de coordenadas. Se dice que R es ortogonal si los

vectores
_OR . OROR
"W VT VT bw
son mutuamente ortogonales.
Factores escalares:
R R R
hy = || = hy = || =— hy = ||=—1|-
L H du H I H I H

Representacién de un campo vectorial en otro sistema: Sea F : Q C R? — R? de clase
C', Q abierto y R un sistema de coordenadas. Se define:

F, = F,(u,v,w) = F(R(u,v,w)) - (u, v, w),
F, = Fy(u,v,w) = F(R(u,v,w)) - v(u,v,w),
Fy, = Fy(u,v,w) = F(R(u,v,w)) - W(u, v, w).
Se tiene que F=F,-a+ F, - v+ F, -w.
Algunos sistemas de coordenadas
» Coordenadas cilindricas: R(p, ¢, z) = (pcos ¢, psin ¢, z).
 Coordenadas esféricas: R(r, 6, ¢) = (sin 6 cos ¢, rsin 0sin ¢, r cos 9).
Operadores diferenciales en coordenadas ortogonales:

* Divergencia:

1 0 0 0
-F = 7Fuvw 7Fvuw 7wauv
v huhvhw(au( o) + - (Fuuh) + 5 hh))
* Rotor:
1 huA th th
_ a9 o) a9

¢ Gradiente:
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Teoremas fundamentales

Integral de linea: La integral de linea de una funcién F : D C R? — R3 sobre I, parametri-
zada por la funcién r : [a,b] — R? se calcula como

b dr
F.dr= F —d
JF-dr= [Fa(ry- T ar
Propiedad: F=-Vg = §.F-dr=0

Integral de flujo: La integral de flujo de una funcién F : D C R?® — R3 sobre S, parame-
trizada por la funcién r : U C R? — R? se representa por

J[ends = [[ Bt (5 50) dudo

donde dS = || (22 x 4)

)du dv.

Teorema de Stokes: Sea S C R3 una superficie regular por trozos cuyo borde I' = 95 es
una curva cerrada, simple y regular por trozos. Sea F : A — R? un campo vectorial de clase
C! tal que A O SU IS con A abierto, entonces

8SF-dr=//S(V><F)-dS (1)

donde I' se recorre en sentido antihorario con respecto a n (se satisface regla de la mano
derecha).

Teorema de Green (Stokes 2D): Aplicando el Teorema de Stokes para S CR? y F: A —
R? dado por F(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) entonces

éSde—l—Qdy://S (gg—gﬁj) dzdy

Campos conservativos: Sea F' = F'(r) un campo vectorial continuo sobre un abierto conexo
Q2 de R3. Entonces, las tres propiedades siguientes son equivalentes:

(i) El campo F es conservativo en €.

(ii) Para toda curva I' C Q cerrada y regular por pedazos se tiene

%F-dr:().
r

(iii) El campo F se puede representar como el gradiente de una funcién escalar, es decir,
existe una funcién f: Q) — R tal que F = V.

Proposicion importante: Sea F:QCR3 5 R3un campo de clase C'. Supongamos que €2
es estrellado. Entonces:

F' es conservativoen 2 <= V X F =0en ().
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