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Auxiliar 1

Curvas, parametrizaciones y operadores diferenciales

Profesor: Ricardo Carlos Freire
Auxiliar: Bruno Pollarolo

Pregunta 1

a) Sea p = f(#) la ecuacién en coordenadas polares de una curva I'. Demuestre que el largo de T
en el intervalo [0y, 6] es

= [ TR+ ey

b) Demuestre que para el caso en que se cumpla f'() = af(6), con a un nimero real, la curvatura
de I' en cualquier 0 esta dada por:

1
K(0) =
fO)Va?+1
Donde la curvatura se define como
|7 N0
K(t) = 1= , con T(t) =-—
=17l O =T

Solucion:

a) Como p = f(#), recordando que la parametrizacién en funcién del angulo para las coorde-
nadas polares sigue la forma

F(8) = (pcos(6), psin(6))
— (/(6) cos(0) + /(9) sin(6))

Entonces la derivada de 7 con respecto a 6 es:

™(0) = (f'(6) cos(6) — £(0) sin(6), f'(0) sin(0) + f(6) cos(6))
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Ocupando la definicién de longitud de arco (ver formulario):
L= / 0)| do
02
2/9 \/(f’(e) cos(6) — f(0)sin(6))? + (f(6) sin(6) + f(0) cos(0))? db
o
= | VO + (f6)2 o

Concluyendo el resultado.

b) Para el caso en que f/'(0) = af(f), con a € R, entonces la curvatura de I' en cualquier 0
esta dada por:

Vemos que hay que derivar con respecto a 6 la funcién f(é’) (vector tangente, ver formula-
rio), el cual se define como:

Como estamos en coordenadas polares y p = f(6), por lo que 7'(0) es:

7'(0) = (f'(6) cos(6) — f(6) sin(6), f'(6) sin(6) + f(6) cos(6))

Entonces ||7/(8)]| es (aplicando que f'(0) = af(0)):

= (6))
%

I7(6)

1))
(9)) a2+ 1

T(G) _ H) (acos(f) — sin(f), asin(f) + cos(h))
TV a? + 1
(acos(0) —sin(f), asin(0) + cos())
a?+1
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Sacando norma de T'(6):

Hf(@)H = \/6721+ n \/(a cos() — sin())? + (asin(f) + cos())?

=1

Por lo tanto volviendo a la definicién de curvatura, considerando que Hf (9)” =1y que

17" (0)] = (f(6))*Va? + 1:

Pregunta 2

Sea F': ) C R3 — R3 v f,g:Q C R3 — R campos vectoriales y escalares suaves, respectivamente.
Pruebe las siguientes identidades:

a) V(fg) = fVg+gVf

b) V- (fF)=fV-F+F-Vf

¢) Vx (fF)=fVXxF+VfxF
d) V*(fg) = fV?g+gV?f+2Vf Vg
e) Vx(Vf)=0

f) V- (VxF)=

Solucién:

a) Por demostrar que V(fg) = fVg+gV f. Considerando que V se interpreta como el operador

diferencial (%, a%v %), entonces:

a o0 0
V(9 = (G505 ) ()
gafag@‘@gajf) L
— ( o f 8y 9 +g o / Regla de Leibniz o multiplicacién
(200 00y, (90 01 o)
2 \ox’ oy’ 0z oz’ dy’ 0z
=[Vg+gV/f
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b) Por demostrar que V - (fﬁ) = fV-F+ F-V/. Sacando la divergencia de fF:
V(fF) =V (fF, [Py, [F3)

=2 my+ 3<fF2> + 258y
o 3f o, of 0F3 of

b R e

OF,  OF; 8F3 of . of 8f>
f( oy 82) (Fla Ty, Ty,
VP4 F.Vf

¢) Por demostrar que V x ( fﬁ) = fV x F+V fx F'. Considerando que VX es el operador
rotor, entonces:

V x (fF) =V x (fF1, fFs, fF3)

7 b k
o a8 o
ox oy 0z
I fF [Fs
S ([F) = 5 (1)
= | Z(fF) — Z(fF3)
2L(fF) - ai(fFl)
, T
f%} f3F2+sz
= f% faFS +F8f
7 - ngl - 1+ R
OF; _ OF T T
T;_TZQ F38y F2
B oy F?%—Fla*y

= fVXF4+VfxF

d) Por demostrar que V2(fg) = fV2g+gV2f+2V f-Vg. Considerando que V? es el operador
laplaciano, entonces:

V3(f9) =V -V(fg)
=V - (fVg+gVf)
=V-(fVg) +V-(gV/)
= fV-Vg+Vf-Vg+gV-Vf+Vg-Vf
= V%9 +gVif +2Vf-Vyg
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e) Por demostrar que V x (Vf) =0.

of of of
Vx(Vf)=Vx[|—,—,—
H=vx (55 5%)
7k
92 9 9
|0z Oy 0Oz
of of of
Jr OJy 0z
o (oY _ o (ar\\"
oy \ 0z 0z \ Oy
— | o (afy_ o (of
| 9z \ o= ozr \ 0z
9 (of\ _ 9 (af
oz \ Oy oy \ Oz
0-0
=10-0 / Teorema de Clairaut-Schwarz
0-0
=0

Donde se aplicé el teorema de Clairaut-Schwarz, el cual dice que si las segundas derivadas
parciales de una funcién son continuas en un entorno abierto de un punto (funciones clase
C?), entonces el orden de derivacién no importa, i.e. las derivadas cruzadas son iguales.

f) Por demostrar que V - (V x F) = 0.
o 0F3; 0F, 0Fy O0F; 0F, 0F
V- (VxF)=V <3y_8z78z_8$78x 8y)
0 (8F3 aFg) d (8F1 8F3> 0 <0F2 8F1)
ox oy 0z

0z ox

oy 0z ox oy

Como asumimos que f es clase C?, entonces las derivadas cruzadas son iguales, por lo que:
- 0 (0F; 0 [0F, 0 (0F 0 8F3> 0 <8F2) 0 <8F1>
. )= — [ Z=2) - = (=2 i Bl I (il d i Bl A it
V(VxF) O:E(@y) 8x<az)+8y<8z> 8y<8x +8z ox 0z \ 0y

0
_on oK o wn RE 0w
_Qﬁs@y 970z +ﬁg/jaz B oy + 823?&_)@%@
=0

Pregunta 3
Dado el campo vectorial F = (—z,y,x), responda justificando las siguientes preguntas:

* ;Existe un campo escalar f tal que Vf = EF?

* ;Existe un campo vectorial G tal que V X G=F?
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Solucion:

a) Por (¢) de la pregunta 2, sabemos que V x (V) = 0. Por lo tanto, si Vf = F, entonces

—5

V x F' =0, lo cual no se cumple llegando a una contradicciéon. Verificando:

gk

;|20 o 9
VX F= dr Oy Oz
-z Yy w

ae(y) — 5(=2)
T
0—0
=|-1-1
0-0

£0

Por lo tanto, no existe un campo escalar f tal que Vf = F.
b) Similarmente, por (f) de la pregunta 2, sabemos que V - (V x F) = 0. Por lo tanto, si
V x G = F, entonces V - ' = 0, lo cual no se cumple llegando a una contradiccion.

Verificando:

—

V-F=V-(-zy,1)

:g(_ )+gy+2$
ox dy 0z

=0+1+0

=1

#0

Sigue que no existe un campo vectorial G tal que V x G=F.

Pregunta 4

Sea g(r) una funcién de clase C'(R) tal que ¢’(2) = 1. Calcule la siguiente integral

/0% (_8]‘((9:;, y)7 8f(83: y)) |7y 7 (£)dt

donde f(x,y) = g(v2? +y?) y 7(t) = (2cos(t), 2sin(t)).

Solucién: Viendo la integral, lo primero que necesitamos es calcular 7/(t), lo cual dado que la
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curva que se parametriza es un circulo de radio 2, entonces:

7(t) = (2cos(t), 2sin(t))
= 7'(t) = (=2sin(t), 2 cos(t))

Luego, necesitamos calcular (—%’Z’y), %) evaluado en 7(¢):
of (x,y) af(%y)) ( of or of 37“)
- =|—-—=5, = Regla de la cad
( oy ' ox or oy oroz) | egla de la cadena

Donde r = /22 + 92, el radio en coordenadas polares. Entonces las derivadas parciales son:

(;f =g¢'(r)=1 / Por enunciado
”
2.2
or _OWaty?) _w _2c0s(t) _ oy fros
ox x r 2
2.2 i
or _0Wartyh) _y _2sinlt) _ g
ay Yy r 2

Reemplazando en la integral:

/02“ (_ 6fg; y) , 3féa; y)

> |7y T (t)dt = /O27r (—sin(t), cos(t)) - (—2sin(t), 2 cos(t))dt

_QAﬁﬁm%ﬂ+a§@Dﬁ

=1

2

=2 dt
0

=A4r
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