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SEMANA 1:

Ingeniería Matemática

Matrices

1.1 Definiciones básicas

Definición (Matriz) Una matriz A, de m filas y n columnas con coeficientes en
el cuerpo K (en este apunte K será R ó C) es una tabla de doble entrada:

A =

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 , aij ∈ K, ∀i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Notamos también la matriz como A = (aij) y denominamos Mmn(K) al conjunto de
todas las matrices de m filas y n columnas con coeficientes en el cuerpo K.

Definición (Igualdad de matrices) Dadas dos matrices A ∈ Mmn(K), B ∈
Mm′n′(K), diremos que son iguales si y sólo si:

m = m′, n = n′, y

Para todo i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n se cumple aij = bij

Un caso especial de matrices son aquellas de n × 1. Estas matrices se llamarán poste-
riormente vectores de Kn. Aśı nuestros vectores serán matrices de una sola columna.

Construimos una estructura algebraica sobreMmn(K) a partir de las operaciones defi-
nidas en el cuerpo K. Se define la suma de dos matrices como sigue:

∀A,B ∈Mmn(K) : A+B = (aij + bij)

Por ejemplo, en (R,+, ·):(
1 2 3
0 −1 −2

)
+

(
0 −1 2
3 1 2

)
=

(
1 1 5
3 0 0

)
.

Es fácil verificar que
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Proposición 1.1. (Mmn(K),+) tiene estructura de grupo Abeliano.

Demostración. La suma es asociativa y conmutativa, esto se hereda de las operacio-
nes en el cuerpo, dado que la suma es coordenada a coordenada

El neutro aditivo es

0 =

0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0

 ∈Mmn(K).

El inverso aditivo de A = (aij) es −A = (−aij). Por ejemplo, en M23(C):(
i 0 0
1 −i 0

)
+

(
−i 0 0
−1 i 0

)
=

(
i− i 0 + 0 0 + 0
1− 1 −i+ i 0 + 0

)
=

(
0 0 0
0 0 0

)
= 0.

Luego −
(
i 0 0
1 −i 0

)
=

(
−i 0 0
−1 i 0

)
. �

Definición (Producto de matrices) Dadas A = (aij) ∈ Mmr(K), B =
(bij) ∈Mrn(K) se define el producto C = AB como aquella matriz C ∈Mmn(K)
tal que

cij =
r∑

k=1

aikbkj, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Claramente C ∈Mmn(K).

Ejemplo 1.1.
1. En (R,+, ·),

A =

(
1 −1 0
1 2 1

)
∈M23(R), B =

1 2 −1 0
0 2 −1 0
1 0 −1 0

 ∈M34(R)

=⇒ C = A ·B =

(
1 −1 0
1 2 1

)1 2 −1 0
0 2 −1 0
1 0 −1 1

 =

(
1 0 0 0
2 6 −4 1

)
∈M24(R).

2. En (C,+, ·),

A = (−i, i, 0) ∈M13(C)

B =

i1
0

 ∈M31(C)

=⇒ C = AB = −i · i+ i · 1 + 0 · 0 = 1 + i ∈M11(C).
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Observación: La multiplicación de matrices no es conmutativa. Por ejemplo en
M22(R) : (

1 0
0 0

) (
0 0
2 0

)
=

(
0 0
0 0

)
,

(
0 0
2 0

) (
1 0
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)
.

Dos propiedades importantes de la multiplicación son las siguientes:

Proposición 1.2.
1. Asociatividad: Si A ∈Mmn(K), B ∈Mnq(K), C ∈Mqs(K), entonces:

A(BC) = (AB)C ∈Mms(K).

2. Distributividad con respecto a la suma: Dadas A ∈ Mmn(K), B, C ∈
Mns(K), entonces

A(B + C) = AB + AC ∈Mms(K).

De igual manera se tiene la distributividad por el otro lado.

Demostración. Demostremos la distributibidad, quedando la asociatividad de ejer-
cicio. Denominando E = A(B + C), se tiene:

eij =
n∑
k=1

aik(bkj + ckj) ∀i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., s}.

Como la multiplicación distribuye con respecto a la suma en K:

eij =
n∑
k=1

(aikbkj + aikckj)

=
n∑
k=1

aikbkj +
n∑
k=1

aikckj.

De la definición de multiplicación matricial, se obtiene E = AB + AC. �

Un caso particular muy importante es el de las matrices cuadradas, es decir con igual
número de filas y columnas. (Mnn(K), ·) admite un neutro multiplicativo, denominado
matriz identidad:

I =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

. . .

0 0 · · · 1

 = (δij), con δij =

{
0 si i 6= j

1 si i = j
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En efecto, dada A ∈Mnn(K) :

AI =

a11 ... a1n
...

...
an1 ... ann




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

. . .

0 0 · · · 1


=

(
n∑
k=1

aikδkj

)
= (aijδjj) = (aij) = A.

Conclúımos entonces que

Corolario 1.1. (Mnn(K),+, ·) es un anillo con unidad (existe neutro para ·).

Dado que (Mnn(K), ·) tiene un elemento neutro I, ¿Existe el inverso multiplicativo de
una matriz en (Mnn(K), ·)?.

Definición (Matriz invertible) A ∈Mnn(K) es invertible si y sólo si existe
B ∈Mnn(K) tal que:

AB = BA = I. (1.1)

Proposición 1.3. De existir una matriz B que satisfaga (1.1), esta es única. Por ende
la notaremos B = A−1.

Demostración. Sean B1, B2 ∈Mnn(K) que satisfacen (1.1). Luego

B1 = B1I = B1(AB2).

Usando la asociatividad de · tenemos,

B1 = (B1A)B2,

pero como B1A = I, se concluye que

B1 = B2.

�

Cabe señalar que para que A sea invertible se requiere que exista una matriz B que sea a
la vez inversa por izquierda y por derecha. Probaremos más adelante que es suficiente
que A tenga inversa por un solo lado.
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Ejemplo 1.2.
No todas las matrices cuadradas tienen inverso multiplicativo. EnM22(R), la matriz(

1 2
2 4

)
no tiene inverso. En efecto, si existiese el inverso, digamos

(
x1 x2
x3 x4

)
, debeŕıa

verificarse: (
1 2
2 4

)(
x1 x2
x3 x4

)
=

(
1 0
0 1

)
⇐⇒

(
x1 + 2x3 x2 + 2x4
2x1 + 4x3 2x2 + 4x4

)
=

(
1 0
0 1

)

⇐⇒ x1 + 2x3 = 1

x2 + 2x4 = 0

2x1 + 4x3 = 0

2x2 + 4x4 = 1

De la primera ecuación multiplicada por 2, obtenemos: 2(x1 + 2x3) = 2. Pero de la

tercera ecuación, 2x1 + 4x3 = 0. De esta contradicción conclúımos que el sistema no
tiene solución.

En otros casos śı existe inverso, por ejemplo, para la matriz

(
0 1
1 0

)
en M22(R), su

matriz inversa es: (
0 1
1 0

)−1
=

(
0 1
1 0

)
En efecto: (

0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
O bien, para

(
i 0
0 −i

)
en M22(C), su matriz inversa es:

(
i 0
0 −i

)−1
=

(
−i 0
0 i

)
,

lo que se verifica rápidamente.
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1.2 Matrices Particulares

Definición Diremos que A ∈Mnn(K) es:

1. Diagonal si y sólo si aij = 0 para todo i 6= j:

A =


a11 0

a22
. . .

0 ann

 .

En este caso la matriz es notada A = diag(a11, a22, . . . , ann).

2. Triangular superior si y sólo si aij = 0 si i > j:

A =


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

. . .
...

0 · · · 0 ann

 .

3. Triangular inferior si y sólo si aij = 0 si i < j:

A =


a11 0 · · · 0
a21 a22 0 · · · 0

...
. . . 0

an1 an2 · · · · · · ann

 .

Ejemplos:

A =

0 0 0
0 2 0
0 0 3

 , I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 son matrices diagonales

A =

1 2 3
0 0 1
0 0 2

 , B =

0 0 0
1 2 0
2 −1 3

 son matrices triangulares, superior e inferior

respectivamente.
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Ejercicio 1.1: Una propiedad que queda propuesta es que si A es diagonal con
aii 6= 0, para i = 1, . . . , n entonces es invertible, y su inversa también es diagonal
con (A−1)ii = 1

aii
.

Notación: Dada una matriz A ∈Mmn(K) notaremos su i-ésima fila como:

Ai• = (ai1ai2 . . . ain)

y su j-ésima columna:

A•j =


a1j
a2j
...
amj


Podemos escribir entonces la matriz: A = (A•1, A•2, ..., A•n), denominada notación por
columnas. O bien:

A =


A1•
A2•

...
Am•

 , correspondiente a la notación por filas.

Ejercicio 1.2: Con respecto a esta notación, es un buen ejercicio estudiar cómo el
producto de matrices afecta las columnas y filas de las matrices a multiplicar. Más
precisamente: Sean A ∈Mmn(K), B ∈Mnp(K) y describamos B por sus columnas
B = (B•1, B•2, ..., B•p), demostrar que entonces

AB = (A(B•1), ..., A(B•p)) ,

es decir la primera columna de AB es la matriz A por la primera columna de B,
etc.

¿Qué hay de las filas de AB?

Definición (Matriz ponderada) Dada una constante λ ∈ K, definimos la ma-
triz A ponderada por λ:

λA = (λaij).
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Ejemplo:

En M23(R):

3 ·
(

1 −1 0
2 2 1

)
=

(
3 −3 0
6 6 3

)
Veamos ahora que sucede al multiplicar por la derecha o izquierda una matriz por
otra diagonal:

DA =

(
2 0
0 3

)(
1 1 2
2 0 1

)
=

(
2 2 4
6 0 3

)
constatamos que la primera fila aparece multiplicada por d11 = 2 y la segunda por
d22 = 3.

AD̄ =

(
1 1 2
2 0 1

)2 0 0
0 1 0
0 0 3

 =

(
2 1 6
4 0 3

)

Aqúı, la primera columna de A aparece multiplicada por 2, la segunda por 1, la
tercera por 3.

En general:

λ1 0
. . .

0 λn


a11 · · · a1p

...
...

an1 · · · anp

 =


λ1a11 · · · λ1a1p
λ2a21 · · · λ2a2p

...
...

λnan1 · · · λnanp


b11 · · · b1n

...
...

bp1 · · · bpn


λ1 0

. . .

0 λn

 =

λ1b11 λ2b12 · · · λnb1n
...

...
...

λ1bp1 λ2bp2 · · · λnbpn


De forma más compacta,

Proposición 1.4. Si D = diag(λ1, . . . , λn) ∈ Mnn(K), A ∈ Mnp(K), B ∈ Mmn(K),
se tiene que

DA =

λ1 A1•
...

λn An•

 , (1.2)

BD = (λ1B•1, ..., λnB•n). (1.3)
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Demostración. Probaremos (1.2), mientras que (1.3) queda propuesta como ejercicio

Sea D =

λ1 0
. . .

0 λn

 = (dij); con dij =

{
λi si i = j

0 si i 6= j

luego,

(DA)ij =
n∑
k=1

dikakj = diiaij = λiaij,

y por lo tanto

AD =

λ1a11 ... λ1a1p
...

λnan1 · · · λnanp

 .

Otra propiedad, que utilizaremos más adelante, es la siguiente:

Proposición 1.5. El producto de matrices triangulares inferiores (superiores) es trian-
gular inferior (superior).

Demostración. Verifiquemos el caso triangular superior. Sean

T1 =


a11 · · · · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

. . .
...

0 · · · 0 ann

 , T2 =


b11 · · · · · · b1n
0 b22 · · · b2n
...

. . .
...

0 · · · 0 bnn

 .

Luego C = T1 · T2 = (cij), donde: cij =
n∑
j=1

aikbkj. Como T1 y T2 son triangulares

superiores: (ai` = 0) ∧ (bi` = 0) ∀` < i. Supongamos j < i, luego

cij =
i−1∑
k=1

aikbkj +
n∑
k=i

aikbkj.

En el primer término k < i ⇒ aik = 0. En el segundo término j < i ≤ k ⇒ bkj = 0,
luego ∀j < i cij = 0. Es decir, la matriz C es también triangular superior.

Notemos además que (T1T2)ii = aiibii es decir los elementos diagonales del producto de
dos triangulares superiores es el producto de los elementos diagonales correspondientes.
�

1.3 Potencias, traspuestas e inversas

Definimos por recurrencia las potencias de una matriz cuadrada, como sigue:
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Definición (Potencias de una matriz) Dada A ∈Mnn(K)

A0 = I, An = AAn−1, n ≥ 1.

Ejemplo:

Por ejemplo; dada A ∈M33(R):

A =

0 1 2
2 0 0
1 1 2

 ,

se tendrá

A2 = AA =

0 1 2
2 0 0
1 1 2

0 1 2
2 0 0
1 1 2

 =

4 2 4
0 2 4
4 3 6


A3 = AA2 =

0 1 2
2 0 0
1 1 2

4 2 4
0 2 4
4 3 6

 =

 8 8 16
8 4 8
12 10 20

 .

Definición (Traspuesta) Dada una matriz A = (aij) ∈ Mmn(K), se define la
traspuesta de A como aquella matriz de n × m que denotaremos por At tal que
(At)ij = aji.

Esto corresponde a intercambiar el rol de las filas y columnas. Más claramente, la
primera fila de At es la primera columna de A y aśı sucesivamente.

Ejemplo:

A =

1 2 0 0
0 1 0 1
1 1 0 1

 , At =


1 0 1
2 1 1
0 0 0
0 1 1

 .

A = (1, −1, 0, 0, 1), At =


1
−1
0
0
1

 .

A =

1 2 1
2 0 1
1 1 4

 , At =

1 2 1
2 0 1
1 1 4

 .
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En el último caso vemos que A = At.

Definición (Matriz simétrica) Diremos que una matriz A ∈ Mnn(K) es si-
métrica si y sólo si

A = At

Es fácil verificar que A es simétrica si y sólo si:

aij = aji ∀i, j = 1, .., n

Algunas propiedades de la trasposición de matrices son las siguientes:

Proposición 1.6.
1. (At)t = A, ∀A ∈Mmn(K).

2. (AB)t = BtAt.

3. Si D ∈Mnn(K) es diagonal, entonces Dt = D.

Demostración. Probaremos 2: Sea C = AB, Ct = (AB)t. En la posición (i, j)

de la matriz Ct aparece el término cji de la matriz C: cji =
n∑
k=1

ajkbki Consideremos

Z = Bt At. El término (i, j) de la matriz Z esta dado por:

zij =
n∑
k=1

(Bt)ik(A
t)kj =

n∑
k=1

bkiajk =
n∑
k=1

ajkbki = (AB)ji = (Ct)ij,

luego Z = Ct, y por lo tanto (AB)t = BtAt. �

Algunas propiedades elementales de matrices invertibles son las siguientes

Proposición 1.7.
Sean A,B ∈Mnn(K) invertibles entonces:

1. La inversa de A es invertible y (A−1)−1 = A.

2. El producto AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

3. ∀n ≥ 0, (An)−1 = (A−1)n.

4. At es invertible y (At)−1 = (A−1)t.

Demostración. Veamos:

La propiedad 1 se prueba directamente de la definición y de la unicidad de la inversa
(Proposición 1.3).

Para 2 se tiene que,

AB(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.
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De manera análoga se prueba (B−1A−1)AB = I Como la inversa es única (AB)−1 =
B−1A−1.

Para 3, procederemos por inducción. Se verifica para n ∈ {0, 1}. Supongamos cierto el
resultado para n ≥ 1 y veamos:

(An+1)−1 = (An · A)−1 = A−1(An)−1,

por hipótesis de inducción

(An+1)−1 = A−1(A−1)n = (A−1)n+1.

Para probar 4, notemos que AA−1 = I, aśı trasponiendo nos dá (AA−1)t = I t, lo que

implica a su vez (A−1)tAt = I.

Igualmente se obtiene que At(A−1)t = I. Finalmente, por unicidad de la inversa:
(At)−1 = (A−1)t. �

Ejercicio 1.3: En general el problema de saber si una matriz es invertible o no es
un problema dif́ıcil. Tendremos que esperar a saber resolver ecuaciones lineales para
obtener un algoritmo eficiente que nos permitirá decidir si una matriz en particular
es invertible y obtener su inversa.

Por el momento nos contentaremos con el siguiente resultado, propuesto como ejer-
cicio.

Sea A = (aij) una matriz de permutación, es decir una matriz de n× n con solo 0
y 1 tal que tiene un y sólo un 1, por cada fila y columna.

Se tiene que A es invertible y su inversa es A−1 = At.
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Gúıa de Ejercicios

1. Demuestre la asociatividad de la multiplicación de matrices. Es decir, siA ∈Mmn(K),
B ∈Mnq(K) y C ∈Mqs(K), entonces:

A(BC) = (AB)C ∈Mms(K).

2. Pruebe que si A es diagonal (A = diag(a11, . . . , ann) ∈Mnn(K)), entonces

A es invertible ⇐⇒ aii 6= 0, para i ∈ {1, . . . , n}.

Demuestre además que, en caso de ser invertible, su inversa es diagonal con (A−1)ii =
1
aii

.

3. SeanA ∈Mmn(K), B ∈Mnp(K) y describamosB por sus columnasB = (B•1, B•2, ..., B•n),
demuestre que entonces

AB = (A(B•1), ..., A(B•n)) .

4. Sea A = (aij) una matriz de permutación, es decir una matriz de Mnn(K) con
sólo 0’s y 1’s tal que tiene un y sólo un 1, por cada fila y columna. Pruebe que A es
invertible y su inversa es A−1 = At.

5. Se dice que P ∈Mnn(K) es una matriz de proyección si P = P 2.

(a) Pruebe que si P es matriz de proyección, entonces In−P es matriz de proyección,
donde In es la matriz identidad en Mnn(K).

(b) Pruebe que P es matriz de proyección si y sólo si P 2(In−P ) = 0 y P (In−P )2 =
0.

(c) Encuentre P ∈M22(K) tal que P 6= P 2 y P 2(I2 − P ) = 0.
Indicación: Considere matrices con coeficientes en {0, 1}.

Gúıa de Problemas

P1. SeaD =

d1 . . .

dn

 ∈Mnn(R) diagonal, con d1, . . . , dn distintos yA,B,M, S ∈

Mnn(R).

(a) Pruebe que si MD = DM , entonces M es diagonal.

(b) Sea S invertible, tal que S−1AS y S−1BS son diagonales. Pruebe que AB =
BA. Indicación: Recuerde que el producto de matrices diagonales conmuta.

(c) Sea S invertible tal que S−1AS = D. Suponiendo que AB = BA, verifique
que S−1AS y S−1BS conmutan y concluya que S−1BS es diagonal.
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P2. (a) Demuestre que si A,B y (A+B−1) son matrices invertibles, entonces (A−1+B)
también es invertible y su inversa es A(A+B−1)−1B−1.

(b) Sea la matriz de n y n columnas triangular superior a coeficientes reales si-
guiente:

C =



1 1 0 0 . . . . . . 0
0 1 1 0 . . . . . . 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . 1 1 0
... . . . . . . . . . 0 1 1
... . . . . . . . . . 0 0 1


.

Sea N = C − I, donde I es la matriz identidad de n × n. Demuestre que
Nn = 0.

(c) Demuestre que para las matrices C y N definidas en (b), se tiene que C es
invertible y su inversa es:

C−1 = I −N +N2 −N3 + · · ·+ (−1)n−1Nn−1.

P3. (a) Sea A = (aij) ∈ Mnn(R) una matriz cualquiera. Se define la traza de A,
denotada por tr(A), como la suma de los elementos de la diagonal principal,
es decir,

tr(A) =
n∑
i=1

aii.

Por otra parte, se define la función f :Mnn(R)→ R, donde

f(A) = tr(AAt).

Pruebe que:

(1) Dadas A,B ∈Mnn(R),

tr(AB) = tr(BA).

(2) f(A) ≥ 0, ∀A ∈Mnn(R), además muestre que

f(A) = 0 ⇐⇒ A = 0,

donde 0 es la matriz nula de Mnn(R).

(3) f(A) = tr(AtA).

(b) Sea M ∈ Mmn(R) una matriz tal que la matriz (M tM) ∈ Mnn(R) es inver-
tible. Definamos la matriz P ∈Mmm(R) como

P = Im −M(M tM)−1M t,

donde IM es la matriz identidad de orden m.

Pruebe que:

(1) P 2 = P . Muestre además que PM = 0, donde 0 ∈Mmn(R) es la matriz
nula.

(2) La matriz (M tM) es simétrica y muestre que la matriz P es también
simétrica.
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SEMANA 2:

Ingeniería Matemática

Matrices

1.4 Matrices elementales

Como veremos la resolución de sistemas de ecuaciones via eliminación de variables co-
rresponde a premultiplicar (multiplicar por la izquierda) una cierta matriz por matrices
elementales que estudiaremos a continuación. Hay dos tipos de matrices elementales:
elemental de permutación y de suma.

Definición (Matriz elemental de permutación) Una matriz elemental de
permutación tiene la siguiente estructura:

Ipq =



1 0
. . . 0

1
0 · · · · · · · · · 1

1
... 1

...
1

1 · · · · · · · · · 0
1

0
. . .

0 1



fila p

fila q

La matriz Ipq se construye a partir de la identidad, permutando el orden de las filas

p y q.

Ejemplo 1.3.
En M44(R):

I24 =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 , I13 =


0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 .
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Notemos que toda matriz elemental de permutación es una matriz de permutación, pero
no al revés. ¿Puedes dar un ejemplo?.

Veamos ahora lo que sucede al multiplicar una matriz A, por la derecha o izquierda,
por una matriz elemental de permutación Ipq: En el ejemplo anterior, sea A = (aij) ∈

M43(R)

I24


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

 =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

 =


a11 a12 a13
a41 a42 a43
a31 a32 a33
a21 a22 a23

 .

El resultado consiste en permutar las filas 2 y 4 de A. Análogamente, sea B ∈M34(R):

b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
b31 b32 b33 b34




1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 =

b11 b14 b13 b12
b21 b24 b23 b22
b31 b34 b33 b32

 .

la matriz resultante es B con las columnas 2 y 4 permutadas. En general,

Propiedad 1.1.
Dadas Ipq ∈Mnn(K), A ∈Mns(K) y B ∈Mqn(K):

1. IpqA corresponde a la matriz A con las filas p y q permutadas.

2. BIpq corresponde a las matriz B con las columnas p y q permutadas.

Demostración. Recordemos que, por ser una matriz de permutación (Ejercicio 1.3),
Ipq es invertible y además I−1pq = Ipq. En efecto, el multiplicar por la izquierda Ipq por si
misma, corresponde a intercambiar sus filas p y q, con lo cual se obtiene la identidad.�

Tomemos ahora la matriz A ∈M44(R) y sea:

E2,4(λ) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 λ 0 1


Esta matriz se construye a partir de la identidad colocando el valor λ en la posición
(4,2) (notar que sólo la fila 4 es diferente de la identidad).

Al multiplicar por la izquierda A por E2,4(λ):

E2,4(λ)


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 λ 0 1



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

 =

18



=


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

λa21 + a41 λa22 + a42 λa23 + a43


La matriz, E2,4(λ)A es exactamente la matriz A, excepto por la fila 4, la cual se obtiene
de sumar la fila 4 de A más la fila 2 de A ponderada por λ.

En general,

Definición (Matriz elemental) Definimos la matriz elemental Ep,q(λ) ∈
Mnn(K) como:

Ep,q(λ) =



col. p

↓
col. q

↓
1

. . . 0
1

. . .
... 1

0 · · · λ · · · 1
...

... 1
...

...
. . .

0 · · · 0 · · · · · · · · · · · · 0 1



λ ∈ K
p < q

.

Propiedad 1.2. Dada una matriz A ∈Mns(K); se tiene:

C = Ep,q(λ) · A =



1 0
. . . 0

1
· · ·

... 1
0 λ · · · 1

1
. . .

1





a11 · · · · · · a1s
...

...
ap1 · · · · · · aps
...

...
aq1 · · · · · · aqs
...

...
an1 · · · · · · ans



=



a11 · · · a1s
...

...
ap−11 · · · ap−1s

...
...

λap1 + aq1 · · · λaps + aqs
...

...
an1 · · · ans

← q
.
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o, en notación por filas:

Ci• = Ai• ∀i 6= q

Cq• = λAp• + Aq•

Se tiene entonces que el efecto, sobre A, de la premultiplicación por Ep,q(λ) es una
matriz que sólo difiere de A en la fila q: Esta es la suma de la fila p ponderada por λ y
la fila q.

Es importante observar que la matriz Ep,q(λ) es triangular inferior, que tiene unos
en la diagonal y además:

Proposición 1.8. Ep,q(λ) es invertible. Su inversa es la siguiente:

(Ep,q(λ))−1 =



1
. . . 0

1
. . .

... 1
0 · · · −λ · · · 1
...

... 1
...

...
. . .

0 · · · 0 · · · · · · · · · · · · 0 1


↑ ↑

p q

Demostración. En efecto, sea C = Ep,q(−λ)Ep,q(λ). Se tendrá que C es la matriz
cuya fila q es la suma de la fila p de Ep,q(λ), ponderada por −λ y la fila q de Ep,q(λ).
Es decir:

Cq• = −λ(0 . . . 0 1 0 . . . 0) + (0 . . . λ 0 . . . 0 β 0 . . . 0)
↑
p

↑
p

↑
q

= (0 . . . 0 − λ 0 . . . 0) + (0 . . . λ 0 . . . 0 1 0 . . . 0).
↑
p

↑
p

↑
q

Luego: Cq• = (0..,0..,1..,0..,0) además ∀i 6= q Ci• es la i-ésima fila de la identidad. Es
decir C = I, la matriz identidad �
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1.5 Sistemas lineales y escalonamiento de matrices

Las matrices elementales son de gran utilidad en la resolución de sistemas de ecuaciones
lineales.

Ejemplo 1.4.
Consideremos, a modo de ejemplo, el sistema de ecuaciones

x1 +2x2 +x3 +x4 = 2 (1)
−2x1 +3x2 −x3 = −1 (2)
x1 +x3 +x4 = 1 (3)

Para resolverlo, utilizamos la eliminación de variables, pero en forma ordenada, desde
la primera variable de la izquierda y desde arriba hacia abajo:

1. Eliminamos la variable x1 en las ecuaciones (2) y (3): para ello multiplicamos
la primera por dos y la sumamos a la segunda obteniendo:

x1 +2x2 +x3 +x4 = 2
7x2 +x3 +2x4 = 3

x1 +x3 +x4 = 1

Luego, multiplicamos la primera por −1 y la sumamos a la tercera:

x1 +2x2 +x3 +x4 = 2
7x2 +x3 +2x4 = 3
−2x2 = −1

2. Continuamos ahora con x2, pero a partir de la segunda ecuación. Multiplicando
la segunda por 2

7
y sumándola a la tercera se obtiene:

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 2

7x2 + x3 + 2x4 = 3

2

7
x3 +

4

7
x4 = −1

7

Ya no es posible eliminar más variables. Ahora, desde la última hasta la primera
ecuación despejamos en función de x4:

x3 = −4
2
x4 − 1

2
= −2x4 − 1

2

x2 = 1
7
(−x3 − 2x4 + 3) = 1

7
(2x4 + 1

2
− 2x4 + 3) = 1

2

x1 = −2x2 − x3 − x4 + 2 = −21
2

+ 2x4 + 1
2
− x4 + 2 = x4 + 3

2

Obteniéndose la solución:

x1 = 3
2

+ x4
x2 = 1

2

x3 = −1
2
− 2x4

x4 = x4
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Aśı, para cualquier valor real de x4, obtenemos una solución del sistema. Existen
entonces, infinitas soluciones, dependiendo de la variable x4. La variable x4 se
denomina independiente o libres.

Veamos ahora, en general, qué es un sistema de ecuaciones,

Definición (Sistema de ecuaciones) Un sistema de m ecuaciones y n incóg-
nitas consiste en el siguiente conjunto de ecuaciones en las variables x1, ..., xn ∈ K:

a11x1 + · · · + a1nxn = b1
...

...
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

en donde los coeficientes, aij, y el lado derecho, bj, son elementos del cuerpo K.

Definiendo la matriz:

A =

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 ∈Mmn(K)

la m-tupla (lado derecho) y la n tupla de incógnitas

b =

 b1
...
bm

 ∈ Km, x =

x1...
xn

 ∈ Kn

Podemos escribir el sistema matricialmente:

Ax = b,

Realizar el procedimiento de eliminación de variables descrito en el ejemplo precedente,
con el fin de resolver el sistema, es equivalente a producir ceros en la matriz aumentada
con la columna lado derecho, (A|b) ∈Mm(n+1)(K). En el ejemplo anterior:

(A|b) =

 1 2 1 1 2
−2 3 −1 0 −1
1 0 1 1 1


Eliminar x1 de la segunda ecuación es equivalente a producir un cero en la posición
(2,1) de (A|b). Para ello se multiplica la primera fila por 2 y se suma a la segunda fila.
Para eliminar x1 de la tercera ecuación se multiplica la primera fila por −1 y se suma
a la tercera

(A|b)→

1 2 1 1 2
0 7 1 2 3
1 0 1 1 1

→
1 2 1 1 2

0 7 1 2 3
0 −2 0 0 −1
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Eliminar x2 en la tercera ecuación a partir de la segunda es equivalente a multiplicar la
segunda fila por 2

7
y sumarla a la tercera:

→

1 2 1 1 2
0 7 1 2 3
0 0 2

7
4
7
−1

7

 = (Ã|b̃)

Aśı, el sistema inicial es equivalente al sistema Ãx = b̃.

Conviene señalar que en el procedimiento anterior la operación de base ha sido:

Sumar a una fila q, la fila p ponderada por un número λ ∈ K

De la definición de matrices elementales sabemos que esto es equivalente a premultiplicar
por la izquierda por la matriz Ep,q(λ). Veamos esto en el mismo ejemplo.

Ejemplo 1.5.
1. Producir un cero en la posición (2,1) de (A|b):

E1,2(2)(A|b) =

1 0 0
2 1 0
0 0 1

1 2 1 1 2
−2 3−1 0−1

1 0 1 1 1


=

1 2 1 1 2
0 7 1 2 3
1 0 1 1 1

 .

2. Producir un cero en la posición (3,1):

E1,3(−1)E1,2(2)(A|b) =

1 0 0
0 1 0
−1 0 1

1 2 1 1 2
0 7 1 2 3
1 0 1 1 1


=

1 2 1 1 1
0 7 1 2 3
0−2 0 0−1


3. Producir un cero en la posición (3,2) desde la posición (2,2):

E2,3(
2
7
)E1,3(−1)E1,2(2)(A|b) =

1 0 0
0 1 0
0 2

7
1

1 2 1 1 2
0 7 1 2 3
0−2 0 0−1


=

1 2 1 1 2
0 7 1 2 3
0 0 2

7
4
7
−1

7

 .

Se concluye entonces que la operación de eliminación de variable puede realizarse me-
diante la pre-multiplicación de (A|b) por matrices elementales. Hay casos en que también
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es necesario utilizar matrices de permutación de filas. Por ejemplo, si se tiene:

(A|b) =


1 1 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 2 0 1


Vemos que, como a22 = 0, no es posible “producir” ceros en la segunda columna, a
partir de a22. Luego intercambiamos el orden de las filas (claramente esto no cambia
el sistema de ecuaciones asociado). Por ejemplo, colocamos la cuarta fila en la segunda
posición y la segunda en la cuarta. Esto es equivalente a premultiplicar por I24:

I24(A|b) =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0




1 1 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 2 0 1

 =


1 1 1 1
0 2 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

 ,

lo cual nos permite seguir produciendo ceros. Consideremos ahora A ∈ Mmn(K), defi-

nimos la matriz escalonada asociada a la matriz A, como Ã ∈Mmn(K), tal que:

Ã =



ã11 · · · ã1i2 · · · · · · · · · ã1n

0 · · · 0 ã2i2
...

...
...

...
. . .

...
0 · · · 0 0 · · · ãsis · · · ãsn
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 0


donde los elementos ã11 6= 0, ã2i2 6= 0, ..., ãsis 6= 0, se denominan pivotes. Notar que
hemos supuesto que la primera columna no tiene ceros. De no ser aśı, quiere decir que
la primera variable no juega ningun rol, y por lo tanto si el sistema tiene solución esta
variable queda de inmediato libre. Supondremos en lo que sigue que la primera columna
no es cero.

Observación: No hay una única manera de escalonar una matriz. En efecto en el
último ejemplo podŕıamos haber permutado las filas 2 y 3 en vez de las 2 y 4.

Hay dos cosas que son importantes de resaltar a este respecto:

1. Desde el punto de vista de sistemas de ecuaciones no hay diferencia entre un
escalonamiento u otro: todos dan el mismo conjunto solución (probablemente
descrito de distinta manera).

2. Es preferible por otras razones (teóricas, como son el cálculo del determinan-
te y la determinación de matrices definidas positivas) tratar de no utilizar
permutaciones .
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La matriz Ã se obtiene mediante la premultiplicación de A por matrices elementales:

Ã =

(∏
j

Ej

)
A,

donde Ej es una matriz elemental de suma o de permutación de filas.

Además, recordemos que las matrices elementales son invertibles. Esta propiedad es
crucial para probar que el sistema original, Ax = b, y el obtenido después del escalona-
miento, Ãx = b̃, son equivalentes (tienen idéntico conjunto de soluciones). En efecto:

Proposición 1.9. Dada una matriz C, invertible entonces:

a ∈ Kn es solución de Ax = b ⇐⇒ a es solución de (CA)x = Cb.

Demostración. La demostración es simple:

=⇒ ) Si Aa = b, entonces C(Aa) = Cb y por ende (CA)a = Cb.

⇐= ) Supongamos (CA)a = Cb. Como C es invertible se tiene C−1(CA)a = C−1(Cb),
lo cual implica que Aa = b. �

Como las matrices elementales son invertibles y el producto de matrices invertibles
también lo es, y por lo tanto podemos usar la Proposición 1.9 con C =

∏
j Ej, para

concluir que los sistemas Ax = b y Ãx = b̃ son equivalentes.
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Gúıa de Ejercicios

1. Encuentre un ejemplo de una matriz que sea de permutación, pero no sea matriz
elemental de permutación.

2. Dadas Ipq ∈ Mnn(K) y B ∈ Mqn(K), pruebe que BIpq corresponde a las matriz B
con las columnas p y q permutadas.
Indicación: Puede usar la parte 1 de la Proposición 1.1.

3. Escriba los siguientes sistemas de ecuaciones en las variables xi, de forma matricial
Ax = b, especificando claramente A, b y x con sus dimensiones:

(a)


2x1 + 4x2 − x3 + x5 = 0

x1 − 16x2 + x3 + 3x4 + 6x5 = 2
1
3
x2 − 10x3 + x4 − 6x5 = 2x3
x1 − x3 − x4 + 3

4
x5 = 1

(b)


x4 + x1 = −3

4x1 − 7x2 + πx3 − 12x4 = 1
−11 = x3

1
3
(x1 − x3) + x4 − x5 = 20

(c)


x1 − (β − 1)x2 + x3 − αx4 = 2

−7αx2 + πx3 = α + β
β
3
x1 − x2 + x4 = β

3

, con α, β ∈ R.

(d)


2x1 = 1
−4x2 = 2

9x3 = 0
3
2
x4 = −1

4. Escriba expĺıcitamente las siguientes multiplicaciones de matrices:

(a) I12E13(1,−1), en M44(R).

(b) I34E23(i, 2)I34, en M44(C).

(c) E12(2, 1)E13(1,−1), en M33(R).

(d) E23(0, 3i)
−1E12(−1, i)E34(

1
2
,−3), en

M44(C).

Gúıa de Problemas

P1. Sea J ∈Mnn(R) tal que J =

1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1

 y e =

1
...
1

.

(a) Pruebe que Je = ne y J2 = nJ .

(b) Sea α 6= 1
n
. Calcule β tal que (I − αJ)−1 = I + βJ .

(c) Sea α = 1
n
, verifique que (I − αJ)e = 0.
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P2. (a) (1) Sean A,B matrices de n×m con coeficientes reales. Pruebe que

A = B ⇐⇒ ∀x ∈Mm1(R),∀y ∈Mn1(R) xtAy = xtBy.

Indicación: Calcule etjAei donde ej = (Im)j• y ei = (In)i•. Im y In son las
identidades de tama nos m y n respectivamente.

(2) Sean A,B matrices de n × n simétricas con coeficientes reales. Pruebe
que

A = B ⇐⇒ ∀x ∈Mn1(R) xtAx = xtBx.

(b) Demuestre que si una matriz cuadrada A verifica Ak = I, para algún natural
k ≥ 1, entonces A es invertible y determine su inversa.

(c) Encuentre todas las matrices de la forma A =

(
x y
0 y

)
que cumplen A2 = I

(x, y, z ∈ R).

P3. Considere el siguiente sistema lineal:

−x1 + x3 + 2x4 = 1 ,
x1 − x2 + x3 − 2x4 = −1 ,
−x1 − 2x2 + x3 + 3x4 = 2 ,
−x1 − 4x2 + 2x3 + 4x4 = 5 .

(a) Escriba el sistema de forma matricial Ax = b. Especifique claramente A, b y
x, junto con sus dimensiones.

(b) Resuelva es sistema lineal escalonando la matriz aumentada (A|b).

P4. Considere el siguiente sistema lineal:

x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 1 ,
−x1 + x2 + x4 = 1 ,

3x2 + 3x3 = 0 ,
2x1 + x2 + 3x3 − 2x4 = −2 .

(a) Escriba el sistema de forma matricial Ax = b. Especifique claramente A, b y
x, junto con sus dimensiones.

(b) Resuelva es sistema lineal escalonando la matriz aumentada (A|b).
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SEMANA 3:

Ingeniería Matemática

Matrices

1.6 Solución general de sistemas lineales

Dado el sistema Ax = b, A ∈ Mmn(K), b ∈ Km, x ∈ Kn, al escalonarlo (escalonando
(A|b)) obtenemos:

(Ã|b̃) =



ã11 · · · ã1i2 · · · · · · · · · ã1n b̃1

0 · · · 0 ã2i2
...

...
...

...
...

. . .
...

...

0 · · · 0 0 · · · ãsis · · · ãsn b̃s
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 b̃s+1
...

...
...

...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 b̃m


.

donde los elementos ã11, ã2i2 , . . . , ãsis son no nulos. Claramente, si existe un ı́ndice j ≥
s + 1 tal que b̃j 6= 0, el sistema no tiene solución, ya que se tendŕıa una ecuación
incompatible: 0 = b̃j 6= 0.

Luego, el sistema tiene solución si y solo si b̃k = 0 ∀k ≥ s + 1. En efecto, si b̃k = 0,
∀k ≥ s+ 1, se obtiene la(s) solución(es) despejando desde la s-ésima ecuación hasta la
primera en función de las variables independientes. En este caso diremos que el sistema
es compatible. Cada una de las diferencias en el número de columnas que son cero
bajo las filas sucesivas, las llamaremos peldaños o escalones. Aśı el peldaño que se
produce entre la fila k y k+ 1 es ik+1− ik. Notar que el último peldaño es: n+ 1− is, es
decir los peldaños se miden en la matriz aumentada. La importancia de estos peldaños
es la siguiente:

Proposición 1.10. Si existe solución para el sistema Ax = b y en la matriz Ã hay
algún pelda no de largo mayor o igual a dos, entonces existe más de una solución.

Demostración. En efecto. Como por cada fila no nula de la matriz escalonada pode-
mos despejar a lo más una variable, tendremos entonces que dejar libres tantas variables
como número de peldaños, menos uno. �

Un corolario directo del resultado anterior es
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Corolario 1.2. Si el sistema Ax = b es tal que n > m (número de incógnitas mayor
que el número de ecuaciones), entonces tiene infinitas soluciones, si es compatible.

Demostración. En efecto, como n > m siempre existe en la matriz escalonada, Ã,
un peldaño de largo superior o igual a dos. De no ser aśı se tendŕıa

Ã =


ã11 ã12 · · · ã1n
0 ã22 · · · ã2n
... 0

...
...

...
...

...
0 0 0 ãmn


de donde m = n.

Un caso particular importante es cuando el lado derecho del sistema es nulo, b = 0.
Hablamos entonces de un sistema homogéneo, Ax = 0. Vemos que, en este caso,
siempre existe al menos una solución, la trivial x = 0 ∈ Kn. En otras palabras sabemos
de antemano que todo sistema homogéneo es compatible.

Podemos resumir nuestro estudio de sistemas en el cuadro siguiente:

Sistema Homogéneo (b = 0) Sistema no-Homogéneo (b 6= 0)
Dimensiones n ≤ m n > m n ≥ m n > m

Número Soluciones 1,∞ ∞ 0, 1,∞ 0,∞

Ejemplo 1.6.
Resolvamos el sistema


1 1 1 1 1
−1 2 0−1 0

0 1 1 0 1
1−1 1 1 0



x1
x2
x3
x4
x5

 =


1
0
0
1


Escalonando:

(A|b)→


1 1 1 1 1 1
0 3 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0
0−2 0 0−1 0

→


1 1 1 1 1 1
0 3 1 0 1 1
0 0 2

3
0 2

3
−1

3

0 0 2
3

0−1
3

2
3

→

→


1 1 1 1 1 1
0 3 1 0 1 1
0 0 2

3
0 2

3
−1

3

0 0 0 0−1 1


Obtenemos que los peldaños medidos desda la fila 1 son sucesivamente: 1,1,2,1. De
la última ecuación despejamos x5 = −1.
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Con esta información en la tercera ecuación dejamos libre x4 y despejamos x3. En
la segunda ecuación despejamos x2 y finalmente de la primera despejamos x1, para
obtener.

x5 = −1

x4 : libre

x3 =
3

2
(−1

3
− 2

3
x5) = −1

2
− x5 = −1

2
+ 1 =

1

2

x2 =
1

3
(1− x3 − x5) =

1

3
(1− 1

2
+ 1) =

1

2

x1 = 1− x2 − x3 − x4 − x5 = 1− 1

2
− 1

2
− x4 + 1 = 1− x4

La solución general es: x1 = 1 − x4, x2 = 1
2
, x3 = 1

2
, x4 = x4, x5 = −1 Existen

entonces infinitas soluciones, una por cada valor de la variable independiente x4 ∈ R.

1.7 Sistemas cuadrados y Algoritmo de Gauss

Supongamos que el número de ecuaciones es igual al número de incógnitas (n = m), en
este caso el sistema se escribe:

Ax = b, A ∈Mnn(K), x, b ∈ Kn

Escalonemos el sistema y sea Ã la matriz escalonada, sin considerar el nuevo lado
derecho b̃:

Ã =

ã11 · · · ã1n
. . .

...
0 ãnn


donde entre los elementos de la diagonal, ãii, podŕıa haber algunos nulos. Señalemos que
en el caso de matrices cuadradas el proceso de escalonamiento se denomina Algoritmo
de Gauss. Un resultado importante, que relaciona matrices invertibles, solución de
sistemas y el algoritmo de Gauss, es el siguiente:

Teorema 1.1. Sea A ∈Mnn(K), entonces las proposiciones siguientes son equivalen-
tes:

1. A es invertible.

2. ∀b ∈ Kn, Ax = b tiene solución única.

3.
n∏
i=1

ãii 6= 0.
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Demostración. Utilizamos un argumento de transitividad para probar solamente
que:

(1 ⇒ 2). Si A es invertible consideremos entonces A−1. Aśı (A−1A)x = A−1b y luego
x = A−1b, por ende el sistema tiene solución y claramente esta es la única.

En efecto, si x1, x2 ∈ Kn son soluciones, entonces Ax1 = Ax2 = b y se tendrá multipli-
cando por A−1 que (A−1A)x1 = (A−1A)x2, pero entonces x1 = x2.

(2 ⇒ 3). Sea Ã la matriz escalonada asociada a A y supongamos que para algún
i: ãii = 0. Esto quiere decir que alguno de los escalones tiene largo mayor o igual
que 2 y por lo tanto el sistema homogéneo Ax = 0 tiene infinitas soluciones (por
Proposición 1.10) lo que es una contradicción. Por lo tanto para todo i = 1, . . . , n ãii 6= 0
o equivalentemente

∏n
i=1 ãii 6= 0.

(3 ⇒ 1). Supongamos
n∏
i=1

ãii 6= 0, esto quiere decir que los elementos diagonales de Ã

son todos no nulos.

Notemos que Ã = (
∏

j Ej)A, donde las matrices Ej son elementales y por lo tanto

invertibles. Podŕıamos ahora escalonar hacia arriba la matriz Ã para obtener de manera
similar una matriz diagonal D. Esto lo podemos hacer de manera que D tenga por
diagonal la misma que Ã. Es decir

D =

ã11 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ãnn

 =

(∏
j

Ej

)
A

(∏
k

Fk

)
,

donde las matrices Fk son del mismo estilo que las matrices elementales que hemos
usado. Sabemos entonces que las matrices D, E =

∏
j Ej y F =

∏
k Fk son invertibles

y como A = E−1DF−1 concluimos que A también es invertible.

Como corolario importante de lo demostrado en esta parte es que:

Corolario 1.3. Una matriz triangular superior es invertible si y sólo si todos sus ele-
mentos diagonales son distintos de cero.

Observación: Notemos que pasando por la traspuesta se deduce que si A es trian-
gular inferior entonces es invertible si y solo si todos sus elementos diagonales son
distintos de cero. Más aún la inversa de una triangular inferior es triangular inferior.
En efecto, si aplicamos el algoritmo de escalonamiento sin permutar obtendremos:

Ã =

a11 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ann

 =

(
r∏
j=1

Ej

)
A,

donde r es el número de pasos tomados por el algoritmo y las matrices elementales
Ej son del tipo Epq(λ, 1). Notar que los pivotes son los elementos de la diagonal de
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A. Como la inversa de cada Ej es del mismo tipo se deduce que

A =

(
1∏
j=r

(Ej)
−1

)
Ã.

=⇒ A−1 = (Ã)−1

(
r∏
j=1

Ej

)
,

y por lo tanto la inversa de A es triangular inferior y además sus elementos diagonales
son 1/aii i = 1, .., n. Notar que el producto de las inversas en la expresión anterior
está tomado en sentido opuesto:(

r∏
j=1

Ej

)−1
=

1∏
j=r

(Ej)
−1.

Pasando por la traspuesta podemos deducir que la inversa de una triangular superior
también es triangular superior.

1.8 Cálculo de la inversa

Supongamos que dada una matriz cuadrada A de tamaño n, buscamos una matriz Z
de n× n tal que AZ = I. Si describimos Z por sus columnas, esto es Z = (Z•1 · · ·Z•n)
entonces la ecuación AZ = I es equivalente a los n sistemas

AZ•i = ei, con i ∈ {1, . . . , n}, y ei la i-ésima columna de I.

Probemos ahora que,

Proposición 1.11. Si los n sistemas anteriores tienen solución, entonces A es inver-
tible y además A−1 = Z.

Demostración. Para ello probemos primero que ∀b ∈ Kn el sistema Ax = b tiene
solución.

En efecto sea b = (b1 · · · bn)t un elemento deKn, y consideremos a = b1Z•1+· · · bnZ•n ∈
K
n. Utilizando las propiedades de la suma, multiplicación y ponderación de matrices

se obtiene que

Aa = A(b1Z•1 + b2AZ•2 + · · · bnZ•n) = b1AZ•1 + b2AZ•2 + · · · bnAZ•n

= b1


1
0
...
0
0

+ b2


0
1
...
0
0

+ · · · bn


0
0
...
0
1

 =


b1
b2
...

bn−1
bn

 = b,
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y por lo tanto a es una solución del sistema Ax = b.

Si A no fuese invertible esto quiere decir que al escalonar A, se tendrá que algún ãii = 0.
Consideremos las filas i e i+ 1 de Ã:

Ã =


...

Ã•i
Ã•i+1

...

 =


...

0 · · · 0 ãii = 0 ãii+1 · · · ãin
0 · · · 0 0 ãi+1i+1 · · · ãi+1n

...

 .

Si ãii+1 = 0, ãi+1i+1 6= 0 habŕıamos permutados las filas y por lo tanto la matriz
escalonada tendŕıa un 0 en la posición (i + 1, i + 1), lo que es una contradicción. Si
ãii+1 6= 0 entonces podemos utilizar este elemento para escalonar hacia abajo y por lo
tanto ãi+1i+1 = 0. En cualquier caso se deduce que ãi+1i+1 = 0, y por un argumento de
inducción que ãnn = 0, esto es toda la última fila de Ã debe ser 0. Consideremos ahora
la matriz invertible C =

∏
j

Ej, donde Ã = CA, es decir la matriz que permite pasar de

A a Ã. Definamos

b = C−1


0
0
...
0
1

 .

Si consideramos el sistema Ax = b tendremos que al escalonar la matriz aumentada
(A|b) se obtendrá una matriz escalonada (usando las mismas operciones elemementales)

(Ã|b̃) = C(A|b) =

(
...

...
0 · · · 0 1

)
,

lo que representa un sistema incompatible y por lo tanto Ax = b no puede tener
solución. Hemos obtenido una contradicción y por lo tanto la única posibilidad es que
∀i = 1, .., n ãii 6= 0, y por lo tanto A es invertible. Ahora de AZ = I se obtiene
premultiplicando por A−1 que Z = A−1.

Notemos que de paso se ha probado el siguiente resultado interesante

Corolario 1.4. Una matriz A ∈Mnn(K) es invertible si y sólo si todo sistema Ax = b
tiene solución.

Lo que a su vez es equivalente a todo sistema Ax = b tiene solución única, por lo
probado anteriormente.

Ejercicio 1.4: ¿Qué puede decir de una matriz cuadrada A para la cual todo sistema
Ax = b tiene a lo más una solución?. ¿Debe ser A invertible?. Pruébelo.
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Para saber si una matriz es invertible hemos entonces probado que basta estudiar n sis-
temas lineales. Para el cálculo de la inversa podemos ir un poco más lejos. Consideremos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.7.

A =

0 1 1
1 −1 2
1 1 0


luego:

(A|I) =

0 1 1 1 0 0
1 −1 2 0 1 0
1 1 0 0 0 1


Escalonando:

(A|I)→

1 1 0 0 0 1
1 −1 2 0 1 0
0 1 1 1 0 0

→
1 1 0 0 0 1

0−2 2 0 1 −1
0 1 1 1 0 0



→

1 1 0 0 0 1
0 −2 2 0 1 −1
0 0 2 1 1

2
−1

2


En este paso ya estamos en condiciones de resolver los tres sistemas. Pero podemos
aún pivotear, ahora “sobre” la diagonal; sin alterar la solución (ya que multiplicamos
por matrices invertibles):1 1 0 0 0 1

0 −2 2 0 1 −1
0 0 2 1 1

2
−1

2

→
1 0 1 0 1

2
1
2

0 −2 2 0 1 −1
0 0 2 1 1

2
−1

2



→

1 0 1 0 1
2

1
2

0 −2 0 −1 1
2
−1

2

0 0 2 1 1
2
−1

2

→
1 0 0 −1

2
1
4

3
4

0 −2 0 −1 1
2
−1

2

0 0 2 1 1
2
−1

2


Finalmente, premultiplicando por la matriz invertible:

D =

1 0 0
0 −1

2
0

0 0 1
2


Se tiene:

(I|Ĩ) =

1 0 0 −1
2

1
4

3
4

0 1 0 1
2

−1
4

1
4

0 0 1 1
2

1
4

−1
4


Obteniendo los sistemas de solución trivial:

I

x11x21
x31

 =

−1
2
1
2
1
2

 , I

x12x22
x32

 =

 1
4

−1
4
1
4

 , I

x13x23
x33

 =

 3
4
1
4

−1
4

 ,
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de donde:

X = A−1 =

−1
2

1
4

3
4

1
2

−1
4

1
4

1
2

1
4

−1
4


En efecto:

AA−1 =

0 1 1
1 −1 2
1 1 0

−1
2

1
4

3
4

1
2

−1
4

1
4

1
2

1
4

−1
4

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1



Luego para calcular la inversa de A ∈ Mnn(K) basta aplicar el Algoritmo de Gauss
sobre la matriz (A|I). Una vez que se ha obtenido la matriz triangular superior Ã,
realizar el mismo procedimiento para los elementos sobre la diagonal. Finalmente, se
premultiplica por una matriz diagonal para obtener la identidad en el lugar de Ã.

¿Qué sucede si una matriz A no es invertible?

Sabemos que necesariamente aparecerá, al escalonar, un pivote nulo irreparable.

Ejemplo 1.8.

(A|I) =

1 0 2 1 0 0
1 1 2 0 1 0
1 0 2 0 0 1

 y

1 0 2 1 0 0
0 1 0 −1 1 0
0 0 0 −1 0 1


y los sistemas Ãx =

 1
−1
−1

 , Ãx =

0
0
1

 son incompatibles.

Pero, en ocasiones, hay pivotes nulos “reparables”.

Ejemplo 1.9. 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1

→
1 1 1 1 0 0

0 0 −1 −1 1 0
0 −1 −1 −1 0 1


Acá el elemento ã22 = 0, pero podemos, premultiplicando por la matriz de permuta-
ción I23, intercambiar las filas 2 y 3 obteniendo:

→

1 1 1 1 0 0
0−1−1−1 0 1
0 0−1−1 1 0

→
1 0 0 0 0 1

0−1−1−1 0 1
0 0−1−1 1 0

→
1 0 0 0 0 1

0−1 0 0−1 1
0 0−1−1 1 0



→

1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1−1
0 0 1 1−1 0

 =⇒ A−1 =

0 0 1
0 1−1
1−1 0

 .
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Ejemplo y ejercicio importante: Descomposición LDU .

Supongamos que al escalonar A ∈ Mnn(K) no encontramos pivotes nulos (¡no per-
mutamos filas!). Se obtiene entoncesã11 · · · ã1p

. . .

0 ãnn

 =

(∏
j

Ej

)
A

donde cada una de las matrices Ej es de la forma:
1

. . . 0
λ 1

· · · · · · . . .

0 1

 , λ ∈ K

1. Pruebe que la matriz
∏
j

Ej es invertible y su inversa es triangular inferior con

1’s en la diagonal. Digamos:

(∏
j

Ej

)−1
= L =


1 0

`21
. . .

...
...

. . .
...

`n1 · · · `nn−1 1


Despejamos entonces A:

A =

(∏
j

Ej

)−1ãn · · · ã1n
...

0 ãnn


1. Concluya que si al escalonar A no se realizan permutaciones, A puede facto-

rizarse como el producto de una matriz L, triangular inferior con unos en la
diagonal, y una matriz U , triangular superior, donde los pivotes figuran en la
diagonal. Esta factorización se llama descomposición LU .

2. Recordando que
∏n

i=1 ãii 6= 0, demuestre que:

A =


1

`21
. . . 0

...
. . .

`n1 · · · `nn−1 1


ã11 0

. . .

0 ãnn




1 ã12
ã11

· · · ã1n
ã11

...
. . .

...

1 ãn−1n

ãn−1n

0 · · · 1

 . (1.4)

Es decir, A admite una factorización A = LDU , en donde L es triangular
inferior con unos en la diagonal, D es diagonal (formada por los pivotes del
escalonamiento) y U es triangular superior con diagonal de unos. Esta factori-
zación se llama descomposición LDU .
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3. Demuestre que si A admite la descomposición LDU de (1.5), entonces la des-
composición es única.

4. Demuestre además que si A es simétrica, entonces L = U t.

5. Encuentre la descomposición LDU de

A =

1 1 1
0 1 1
1 2 0

 .
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Gúıa de Ejercicios

1. ¿Qué puede decir de una matriz cuadrada A para la cual todo sistema Ax = b tiene
a lo más una solución?. ¿Debe ser A invertible?. Pruébelo.

2. Supongamos que al escalonar A ∈ Mnn(K) no encontramos pivotes nulos (¡no per-
mutamos filas!). Se obtiene entonces ã11 · · · ã1p

. . .

0 ãnn

 = (
∏
j

Ej)A

donde cada una de las matrices Ej es de la forma Epq(λ, 1), con λ ∈ K.

a) Pruebe que la matriz
∏
j

Ej es invertible y su inversa es triangular inferior con

1’s en la diagonal. Digamos:

(
∏
j

Ej)
−1 = L =


1 0

`21
. . .

...
...

. . .
...

`n1 · · · `nn−1 1



Despejamos entonces A:

A = (
∏
j

Ej)
−1

 ãn · · · ã1n
...

0 ãnn



a) Concluya que si al escalonar A no se realizan permutaciones, A puede facto-
rizarse como el producto de una matriz L, triangular inferior con unos en la
diagonal, y una matriz U , triangular superior, donde los pivotes figuran en la
diagonal. Esta factorización se llama descomposición LU .

b) Recordando que
∏n

i=1 ãii 6= 0, demuestre que:

A =


1

`21
. . . 0

...
. . .

`n1 · · · `nn−1 1


 ã11 0

. . .

0 ãnn




1 ã12
ã11

· · · ã1n
ã11

...
. . .

...
1 ãn−1n

ãn−1n

0 · · · 1

 .

(1.5)
Es decir, A admite una factorización A = LDU , en donde L es triangular

inferior con unos en la diagonal, D es diagonal (formada por los pivotes del
escalonamiento) y U es triangular superior con diagonal de unos. Esta factori-
zación se llama descomposición LDU .

c) Demuestre que si A admite la descomposición LDU de (1.5), entonces la des-
composición es única.
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d) Demuestre además que si A es simétrica, entonces L = U t.

e) Encuentre la descomposición LDU de

A =

1 1 1
0 1 1
1 2 0

 .

Gúıa de Problemas

P1. (a) Sea la matriz de coeficientes reales A =

 1 1 1
a b c
a2 b2 c2

. Demueste que si la

ecuación Ax = 0 tiene una única solución entonces (a 6= b)∧ (a 6= c)∧ (b 6= c).

(b) Considere el sistema lineal a coeficientes reales siguiente

−x1 + αx3 + βx4 = 0 ,
x2 + αx3 + βx4 = 0 ,

αx1 + βx2 = 0 ,
βx1 + βx2 + αx3 = 0 .

Determine las condiciones sobre los parámetros reales α y β que garanticen
que el sistema tenga una única solución.

P2. (a) Considere las matrices cuadradas A,B ∈Mnn(R). Demuestre que

1) A es invertible si y sólo si AAt es invertible.

2) Si A2 = A y B = I − A entonces B3 = B.

Si A es invertible, utilice las condiciones dadas para calcular las matrices A y
B.

(b) Considere los vectores u, v ∈Mn1(R) \ {0}. Se define la matriz A ∈Mnn(R)
por A = uvt.

1) Pruebe que ∀x ∈Mn1(R), Ax = 0 ⇐⇒ vtx = 0.
Indicación: Observe que vtx ∈ R.

2) Encuentre el número de variables libres en la resolución del sistema Ax =
0.

¿Es A invertible?

P3. Considere

A =


1 2 3 −1
−1 1 0 1
0 3 3 α− 3
2 1 α −2

 b =


β
β2

0
−2

 .

Estudiaremos las soluciones del sistema Ax = b, con x ∈ M41(R). Encuentre los
valores de α y β de manera que:
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El sistema no tenga solución.

El sistema tenga una única solución. Encuentre la matriz inversa de A y
calcule la única solución del sistema.

El sistema tenga infinitas soluciones y encuentre sus soluciones. Determine
además el número de variables independientes.
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SEMANA 4:

Ingeniería Matemática

Espacios vectoriales

2.1 Definiciones básicas

Las estructuras que hasta ahora se han estudiado están dotadas de operaciones que
actuan internamente sobre el conjunto donde están definidas. Es decir, a un par de
elementos del conjunto, se le asocia otro elemento del mismo conjunto. Veremos ahora
un tipo diferente de estructura algebraica, donde la “multiplicación” actua sobre un par
de elementos de conjuntos distintos. Esta estructura que estudiaremos está inspirada
en la estructura lineal de Rn. Consideremos (V,+) un grupo Abeliano, es decir

+ es ley de composición interna

+ es asociativa y conmutativa.

Existe un neutro, 0 ∈ V , tal que: ∀x ∈ V, x+ 0 = 0 + x = x.

∀x ∈ V , existe un inverso aditivo, −x ∈ V , tal que

x+ (−x) = (−x) + x = 0.

Sea K un cuerpo y definamos una ley de composición denominada externa:

K× V → V

(λ, v) 7→ λv ∈ V.

Definición (Espacio vectorial) Dado un grupo abeliano (V,+) y un cuerpo
(K,+, ·), con una ley de composición externa. Diremos que V es un espacio vecto-
rial sobre K si y sólo si la ley de composición externa satisface ∀λ, β ∈ K, x, y ∈ V :

(EV1) (λ+ β)x = λx+ βx.

(EV2) λ(x+ y) = λx+ λy.

(EV3) λ(βx) = (λβ)x.

(EV4) 1 x = x, donde 1 es el neutro multiplicativo del cuerpo K.

En tal caso, los elementos de V se denominan vectores y los de K, escalares.
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Observación: Señalemos que en la definición anterior participan dos estructuras
algebraicas diferentes; un grupo Abeliano, (V,+), y un cuerpo, K. En tal sentido,
dos espacios vectoriales son iguales si y sólo si ambos están definidos sobre los
mismos grupos y cuerpos y, además con una ley de composición externa idéntica.

Ejemplos:

1. Es directo de la definición anterior que Kn es un espacio vectorial sobre K.

2. Sea (Mmn(K),+) el grupo Abeliano de las matrices de m filas y n columnas
con elementos en K. Definamos la ley de composición externa:

K×Mmn(K)→Mmn(K)

(λ,A) 7→ λA = (λaij)

Es fácil verificar que se cumplen las propiedades (EV1) a (EV4). Por ejemplo:

λ(A+B) = λ


 a11 . . . a1n

...
am1 . . . amn

+

 b11 . . . b1n
...

bm1 . . . bmn




= λ

 a11 + b11 . . . a1n + b1n
...

...
am1 + bm1 . . . amn + bmn

 =

 λ(a11 + b11) . . . λ(a1n + b1n)
...

...
λ(am1 + bm1) . . . λ(amn + bmn)



=

 λa11 . . . λa1n
...

λam1 . . . λamn

+

 λb11 . . . λb1n
...

...
λbm1 . . . λbmn

 = λA+ λB.

Conclúımos entonces que Mmn(K) es un espacio vectorial sobre K.

3. Sea Pn(R) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n, con la
suma de funciones reales y la multiplicación por escalar definida por:

∀p, q ∈ Pn(R), (p+ q)(x) = p(x) + q(x)

∀λ ∈ R, (λp)(x) = λp(x)

o bien, si p(x) =
n∑
i=0

aix
i, q(x) =

n∑
i=0

bix
i

(p+ q)(x) =
n∑
i=0

(ai + bi)x
i, (λp)(x) =

n∑
i=0

(λai)x
i.

Es directo verificar que Pn(R) es espacio vectorial sobre R. Además,

Pn(R) ⊆ F(R,R),

lo cual, nos llevará más adelante, a definir la noción de subespacio vectorial.
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4. Tomemos ahora un cuerpo (K,+, ·) arbitrario. Claramente (K,+) es un grupo
Abeliano. Además, definamos la ley de composición:

K×K→ K

(λ, v) 7→ λ · v

donde ” · ” es la multiplicación en el cuerpo K. Como K es cuerpo, se verifican
las propiedades . Conclúımos entonces que todo cuerpo, K, es espacio vectorial
sobre si mismo. Dos ejemplos importantes son R y C.

5. Sea el grupo Abeliano (C,+) con la ley de composición externa:

R×C→ C

(λ, a+ bi)→ λ(a+ bi) = λa+ λbi

Es claro que C es un espacio vectorial sobre R pero no es el mismo espacio
vectorial definido sobre C. Es decir, el espacio vectorial C sobre C es distinto
al espacio vectorial C sobre R, pues los cuerpos sobre los cuales están definidos
son diferentes.

Ejercicio 2.1: Sea V un e.v. sobre K. Probar que:

1. 0v = v0 = 0, ∀v ∈ V, 0 ∈ K, elemento neutro aditivo de K.

2. λ0 = 0λ = 0,∀λ ∈ K, 0 ∈ V , elemento neutro aditivo de V .

3. λv = 0⇒ λ = 0 ∨ v = 0, λ ∈ K, v ∈ V .

2.2 Subespacios vectoriales

Definición (Subespacio vectorial) Sea un espacio vectorial V sobre un cuer-
po K. Diremos que U 6= φ, es un subespacio vectorial (s.e.v) de V si y sólo si:

1. ∀u, v ∈ U, u+ v ∈ U

2. ∀λ ∈ K,∀u ∈ U, λu ∈ U.

Es decir, ambas operaciones, la interna y la externa, son cerradas en U .

La siguiente proposición nos entrega una forma más compacta de caracterizar a un s.e.v.
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Proposición 2.1. Sea un espacio vectorial V sobre un cuerpo K. U 6= φ, es subespacio
vectorial (s.e.v) de V si y sólo si:

∀λ1, λ2 ∈ K, ∀u1, u2 ∈ U, λ1u1 + λ2u2 ∈ U.

Demostración. En efecto, si se verifica la primera definición entonces, de la propiedad
2, λ1u1 ∈ U y λ2u2 ∈ U . De la propiedad 1 se concluye λ1u1 + λ2u2 ∈ U .

En el otro sentido, basta tomar λ1 = λ2 = 1 para verificar la primera propiedad y
λ2 = 0 para verificar la segunda. �

Observación: Si U es un s.e.v. de V entonces 0 ∈ U (basta tomar λ = 0). Luego
el subespacio vectorial más pequeño de V es {0}. El más grande es, obviamente, V .

Ejemplos:

1. El conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n, Pn(R), es subespacio
de F(R,R).

2. U = {(x, y) | ax + by = 0} es un subespacio vectorial de R2. En efecto, sean
(x1, y1), (x2, y2) ∈ U, λ1, λ2 ∈ R:

λ1(x1, y1) + λ2(x2, y2) = (λ1x1 + λ2x2, λ1y1 + λ2y2)

Además, a(λ1x1 + λ2x2) + b(λ1y1 + λ2y2) = λ1(ax1 + by1) + λ2(ax2 + by2) =
λ10 + λ20 = 0. Es decir, λ1(x1, y1) + λ2(x2, y2) ∈ U .
El subespacio vectorial U está compuesto de todos los vectores de R2 contenidos
en la recta ax + by = 0. Es claro que, dado un vector (x, y) de dicha recta,
λ(x, y), está en la misma recta aśı como la suma de dos vectores sobre ella. De
esto conclúımos que cualquiera recta que pasa por el origen es un s.e.v. de R2.

3. Sea la matriz M ∈ Mmn(R), el conjunto U = {x ∈ Rn | Mx = 0} es un s.e.v.
de Rn. En efecto:
Dados λ1, λ2 ∈ R, x, y ∈ Rn. M(λ1x+ λ2y) = λ1Mx+ λ2My = λ10 + λ20 = 0,
luego, λ1x+ λ2y ∈ U.

Supongamos ahora que, dado un espacio vectorial V sobre un cuerpo K, se tienen U,W
s.e.v. de V . Es directo que

U ∩W es también s.e.v de V.

En efecto, si x, y ∈ U∩W,λ1, λ2 ∈ K, entonces como U,W son s.e.v. de V , λ1x+λ2y ∈ U
y λ1x+ λ2y ∈ W .

Sin embargo, la unión no es necesariamente un s.e.v de V .
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Ejemplo 2.1.
Tomemos U = {(x, y) ∈ R2/x − y = 0}, W = {(x, y) ∈ R2/y − 2x = 0}. Es claro
que ambos son s.e.v de R2. Sin embargo, (1, 1) ∈ U, (1, 2) ∈ W pero (1, 1) + (1, 2) =
(2, 3) /∈ U ∪W , luego no es s.e.v. (grafique para cerciorarse).

Esta constatación nos llevará, más adelante, a definir una operación entre espacios vec-
toriales (la “suma”) tal que podamos hablar de “uniones” compatibles con la estructura
de espacio vectorial.

2.3 Combinaciones lineales

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpoK, y una colección de vectores v1, v2, ..., vn ∈
V , y de escalares λ1, ..., λn ∈ K. Denominamos combinación lineal a la suma ponde-
rada de estos vectores:

n∑
i=1

λivi = λ1v1 + ...+ λnvn

Claramente, por inducción sobre n, se prueba que
n∑
i=1

λivi ∈ V .

Dado un conjunto fijo, v1, ..., vn ∈ V de vectores, definimos el conjunto de todas sus
combinaciones lineales como sigue:

〈{v1, ..., vn}〉 = {v ∈ V | v =
n∑
i=1

λivi, λi ∈ K}.

Proposición 2.2. Sean V e.v. y v1, ..., vn ∈ V . Entonces 〈{v1, . . . , vn}〉 es un subespa-
cio vectorial de V . Además es el s.e.v. más pequeño que contiene los vectores v1, . . . , vn.
Es decir, si otro s.e.v U los contiene, entonces 〈{v1, . . . , vn}〉 ⊆ U .

Por ende, 〈{v1, . . . , vn}〉 es llamado subespacio vectorial generado por {vi}ni=1.

Demostración. Para probar que es un subespacio vectorial de V , sean u, v ∈ 〈{v1, . . . , vn}〉
y α, β ∈ K. Tenemos que u =

n∑
i=1

λivi, v =
n∑
i=1

λ′ivi, luego

αu+ βv =
n∑
i=1

(αλi + βλ′i)vi ∈ 〈{v1, ..., vn}〉 .

Para probar que es el más peque no, basta notar que como U es s.e.v. de V y contiene
el conjunto {vi}ni=1, entonces contiene todas sus combinaciones lineales. �
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Ejemplo 2.2.
Tomemos v = (1, 1) ∈ R2, el subespacio 〈{v}〉 = {λ(1, 1)/λ ∈ R} corresponde a
la recta que pasa por el oŕıgen con dirección dada por el vector (1,1). Sean v1 =
(1, 0), v2 = (0, 1),

〈{v1, v2}〉 = {λ(0, 1) + β(1, 0) | λ, β ∈ R} = R2.

En efecto, dado un vector arbitrario (a, b) ∈ R2, este puede escribirse como
(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1).

2.4 Dependencia e independencia lineal

Definición Sea {vi}ni=1 ⊆ V , diremos que estos vectores son linealmente depen-
dientes (`.d.) si y solo si: existen escalares {λ1, ..., λn}, no todos nulos, tales que
n∑
i=1

λivi = 0. En caso contrario, es decir
n∑
i=1

λivi = 0⇒ λi = 0 ∀i = 1, ..., n, diremos

que el conjunto de vectores {vi}ni=1 es linealmente independiente (`.i.).

Ejemplos:

{(1, 1), (2, 2)} es un conjunto linealmente dependiente:

−2(1, 1) + (2, 2) = (0, 0).

Dado un espacio vectorial arbitrario V sobre K, {0} es linealmente dependiente
pues: ∀λ λ0 = 0.

En general, cualquier conjunto de vectores, {vi}ni=1 que contenga 0 ∈ V es
linealmente dependiente. Basta tomar la combinación 0v1 + 0v2 + . · · ·+ 0vn +
1 · 0 = 0, con escalares no todos nulos.

De manera similar a lo anterior es fácil verificar que un conjunto dependiente sigue
manteniendo esta propiedad al agregarle vectores. Además, un conjunto independiente,
mantiene la independencia al extraerle vectores.

En efecto, sea {vi}pi=1 ⊆ V un conjunto de vectores `.d, entonces existe una combinación
lineal nula con escalares no todos nulos:

p∑
i=1

λivi = 0.

46



Luego ∀v ∈ V, {v} ∪ {vi}pi=1 es `.d., ya que basta tomar la combinación lineal:

0v +
n∑
i=1

λivi = 0.

Supongamos, ahora que el conjunto {vi}pi=1 es `.i., es directo de la de la definición que
al sacar un vector, vk, el conjunto {vi}pi=1 \ {vk} es `.i.

Ejemplos:

1. El conjunto {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 0)} ⊆ R3 es `.d. En efecto, (1, 1, 1) =
(0, 1, 1) + (1, 0, 0), es decir (1, 1, 1) − (0, 1, 1) − (1, 0, 0) = (0, 0, 0) donde
λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = −1.

2. En el espacio vectorial P4(R), los polinomios 1, x son `.i En efecto, tomemos
una combinación lineal nula λ1 +βx = 0, pero si β 6= 0 se tendrá que λ+βx es
un polinomio de grado 1, luego tiene a lo más una ráız y el polinomio 0 tiene
infinitas ráıces, luego λ = β = 0.

3. Los vectores en R4, {(1, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 0)}, son `.i. En
efecto:

λ1(1, 1, 0, 1) + λ2(1, 0, 1, 0) + λ3(0, 0, 1, 1) + λ4(0, 1, 1, 0) = (0, 0, 0, 0)

es equivalente al sistema de 4× 4:

λ1 + λ2 = 0

λ1 + λ4 = 0

λ2 + λ3 + λ4 = 0

λ1 + λ3 = 0

en términos matriciales 
1 1 0 0
1 0 0 1
0 1 1 1
1 0 1 0



λ1
λ2
λ3
λ4

 =


0
0
0
0


Aplicando Gauss a la matriz aumentada:

1 1 0 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 1 0
1 0 1 0 0

→


1 1 0 0 0
0−1 0 1 0
0 1 1 1 0
0−1 1 0 0

→


1 1 0 0 0
0−1 0 1 0
0 0 1 2 0
0 0 1−1 0



→


1 1 0 0 0
0−1 0 1 0
0 0 1 2 0
0 0 0−3 0

 =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0.
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En general en Kn, dado un conjunto de m vectores {v1, ..., vm}, donde vi = (v1i, ..., vni),
i = 1, ...,m, podemos estudiar su dependencia o independencia lineal a través de un
sistema de n ecuaciones y m incógnitas. En efecto:

λ1v1 + ...+ λmvm = 0

⇐⇒ λ1


v11
v21
...
vn1

+ λ2


v12
v22
...
vn2

+ ...+ λm


v1m
v2m

...
vnm

 =


0
...
...
0



⇐⇒


v11 v12 · · · v1m
v21 v22 · · · v2m
...

...
...

vn1 vn2 · · · vnm



λ1
λ2
...
λm

 =


0
...
...
0

 ∈ Km.

Definiendo M = (vij) ∈Mnm(K) (es decir poniendo los vectores originales como colum-
nas) y λ̄ ∈ Km como el vector de incógnitas, se tiene que para analizar la dependencia
o independencia lineal basta estudiar las soluciones del sistema Mλ̄ = 0.

Si existe λ̄ 6= 0 que satisface el sistema, entonces el conjunto de vectores {vi}mi=1 es `.d.,
en caso contrario es `.i.. Más aún, sabemos que si m > n el sistema tiene más de una
solución, en particular una no nula luego {vi}mi=1 es `.d..

Aśı se ha probado:

Teorema 2.1. En Rn,m > n vectores son siempre linealmente dependientes.

Observación: Conviene señalar que en Kn siempre es posible determinar n vec-
tores independientes. Basta tomar el conjunto {ei}ni=1, ei = (0, ..., 1, ..., 0), donde la
componente no nula es la i-ésima.
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Gúıa de Ejercicios

1. Sea V un e.v. sobre K. Probar que:

(a) 0v = v0 = 0, ∀v ∈ V, 0 ∈ K, elemento neutro aditivo de K.

(b) λ0 = 0λ = 0, ∀λ ∈ K, 0 ∈ V , elemento neutro aditivo de V .

(c) λv = 0⇒ λ = 0 ∨ v = 0, λ ∈ K, v ∈ V .

2. Determinar cuáles de las siguientes estructuras son espacios vectoriales:

(a) R2 con la suma usual y la siguiente ponderación: α ∈ R, α(a, b) = (αa, b).

(b) R2 con la suma usual y la siguiente ponderación: α ∈ R, α(a, b) = (αa, 0).

(c) R+ con la “suma”: x⊕ y = x× y y la ponderación: αx = xα.

(d) El conjunto de las funciones de [a, b] en R acotadas, con la suma y poderación
(por escalares en R) usuales.

(e) El conjunto de las funciones f : R → R tales que f(−1) = f(1), con la suma y
ponderación usuales.

3. Sea Pn(R) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n, con la suma de
funciones reales y la multiplicación por escalar definida por:

∀p, q ∈ Pn(R), (p+ q)(x) = p(x) + q(x)

∀λ ∈ R, (λp)(x) = λp(x).

Pruebe que Pn(R) es espacio vectorial sobre R.

4. Indique cuáles de los siguientes conjuntos son s.e.v. de P2(R) (considerado como en
la parte anterior) y cuáles no lo son. Pruebe su respuesta.

(a) U = {p(x) = a(x2 + x+ 1) | a ∈ R}.
(b) U = {p(x) = ax2 + bx+ b) | a, b ∈ R}.
(c) U = {p(x) = x2 + ax+ b | a, b ∈ R}.
(d) U = {p(x) = ax2 + b | a, b ∈ R}.
(e) U = {p(x) = ax2 + b2x+ x+ c | a, b, c ∈ R \ {0}}.

5. Determine la dependencia o independencia lineal de cada uno de los siguientes con-
juntos de vectores:

(a)
{(

−3
1
0

)
,
(

4
6
−5

)
,
( −7
−5
5

)}
⊆ R3.

(b) {x2 + 1, x2 − 1, x2 + x+ 1} ⊆ P2(R).

(c) {( 1 0
0 0 ) , ( 1 1

0 0 ) , ( 1 1
1 0 ) , ( 1 1

1 1 )} ⊆ M22(R)

6. (a) Sean a, b, c tres vectores de un espacio vectorial V . Determine si el conjunto
{a+ b, b+ c, c+ a} es un conjunto l.i.
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(b) Sea {u1, u2, . . . , uk} un subconjunto l.i. de un espacio vectorial V . Pruebe que
∀α escalar, el conjunto:

{u1 + αu2, u3, . . . , uk} es l.i.

Gúıa de Problemas

P1. Sea P3(R) el conjunto de polinomios de grado menor o igual a 3 con coeficientes
reales. Sean p1, p2, p3 ∈ P3(R) tales que

p1(x) = 1 + 6x2, p2(x) = 4x, p3(x) = 1 + 3 + 5x2.

Demuestre que P2(R) = 〈{p1, p2, p3}〉.

P2. Sean E,F e.v. sobre un cuerpo K. Sea T una función T : E → F , que satisface:

(1) T (0E) = 0F . En donde 0E y 0F son los neutros aditivos en cada e.v.

(2) ∀x ∈ E, ∀α ∈ K: T (αx) = αT (x).

(3) ∀x, y ∈ E, T (x+ y) = T (x) + T (y).

Considere
T (E) = {y ∈ F | y = T (x), x ∈ E}.

(a) Muestre que T (E) es un s.e.v. de F .

(b) Suponga además que T satisface que:

∀x ∈ E, T (x) = 0 =⇒ x = 0.

Muestre que si {u1, . . . , un} ⊆ E es l.i., entonces {T (u1), . . . , T (un)} ⊆ F es
l.i.

P3. Sean E y F espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K.

(a) Pruebe que dotando al conjunto E × F de las leyes

∀(x, y), (u, v) ∈ E × F, (x, y) + (u, v) = (x+ u, y + v)

∀α ∈ K,∀(x, y) ∈ E × F, α(x, y) = (αx, αy),

éste resulta ser un e.v. sobre K.

(b) Pruebe que E × {0F} y {0E} × F son subespacios vectoriales de E × F .
Determine 0E×F y pruebe que (E × {0F}) ∩ ({0E} × F ) = {0E×F}.

(c) Sea {e1, e2, . . . , en} ⊆ E un conjunto l.i. en E y {f1, f2, . . . , fm} ⊆ F un
conjunto l.i. en F . Determine un conjunto l.i. en E × F , de tamaño n+m.

P4. Sea E el espacio vectorial sobre R de las funciones definidas sobre Z a valores
reales:

E = {f | f : Z→ R es función}.
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(a) Sean a1, a2 ∈ R con a2 6= 0 y F0 el conjunto de las funciones f ∈ E que
verifican la condición:

∀n ∈ Z, f(n) + a1f(n− 1) + a2f(n− 2) = 0.

Pruebe que F0 es un s.e.v. de E.

(b) Sea ahora F1 el conjunto de las funciones f ∈ E que verifican la condición:

∀n ∈ Z, f(n) + a1f(n− 1) + a2f(n− 2) = 1.

Pruebe que F1 no es un s.e.v. de E.
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SEMANA 5:

Ingeniería Matemática

Espacios vectoriales

2.5 Generadores de un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpoK. Diremos que los vectores {v1, ..., vn} ⊆ V ,
generan V si y sólo śı:

〈{v1, ..., vn}〉 = V

o de manera equivalente:

∀v ∈ V, ∃{λi}ni=1 ⊆ K, tal que v =
n∑
i=1

λivi.

Ejemplo 2.3.
Tomemos el conjunto {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}. Este genera R2. En efecto, (x, y) =
x(1, 0) + y(0, 1) + 0(1, 1). Es decir 〈{(1, 0), (0, 1), (1, 1)}〉 = R2. Pero, en este caso, la
forma de escribir (x, y) no es única:

(x, y) = (x− y)(1, 0) + y(1, 1) + 0(0, 1).

En ambas combinaciones lineales “sobra” un vector. Más aún, constatamos que los
tres vectores son l.d.:

(1, 1)− (1, 0)− (0, 1) = (0, 0)

Esto nos lleva a la noción de conjunto generador de R2 con un número mı́nimo de
vectores linealmente independientes. En nuestro ejemplo anterior

{(1, 0), (0, 1)} ó {(1, 1), (1, 0)}.

¿Hay alguno más?.

Definición (Base) Dado un espacio vectorial V sobre K, diremos que el conjunto
de vectores {vi}ni=1 es una base de V si y sólo śı:

(1) {vi}ni=1 es un conjunto l.i.

(2) V = 〈{v1, ..., vn}〉.
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Ejemplos:

1. En Kn, el conjunto {ei}ni=1, donde ei = (0, ..., 1, 0..,0) es base. En efecto, ya

probamos que son l.i., además, dado x = (x1, ..., xn) ∈ Kn, x =
n∑
i=1

xiei. Esta

base de Kn se denomina base canónica.

2. Estudiemos, en R3, si el conjunto de vectores, B = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)},
es base. Veamos primero si B es generador. Sea b = (b1, b2, b3) ∈ R3 y deter-
minemos si existen escalares, {λ1, λ2, λ3}, tales que: (b1, b2, b3) = λ1(1, 1, 0) +
λ2(1, 0, 1) + λ3(0, 1, 1). Esto es equivalente a estudiar el sistema de 3× 3:1 1 0

1 0 1
0 1 1

λ1λ2
λ3

 =

b1b2
b3

 .

Para resolverlo tomemos la matriz aumentada y escalaremos:1 1 0 b1
1 0 1 b2
0 1 1 b3

→
1 1 0 b1

0−1 1 b2 − b1
0 1 1 b3

→
1 1 0 b1

0−1 1 b2 − b1
0 0 2 b3 + b2 − b1

 ,

de donde: λ3 = b3+b2−b1
2

, λ2 = b1+b3−b2
2

, λ1 = b1+b2−b3
2

. Es decir, dado b ∈ R3, b
es combinación lineal de B:

(b1, b2, b3) =
b1 + b2 − b3

2
(1, 1, 0) +

b1 + b3 − b2
2

(1, 0, 1) +
b2 + b3 − b1

2
(0, 1, 1).

Luego R3 = 〈B〉. Para determinar que el conjunto B es l.i. (y por lo tanto base)

basta resolver el sistema anterior para b = (0, 0, 0). En este caso se concluye
λ1 = λ3 = λ3 = 0, y por lo tanto son l.i.

3. En el espacio vectorial Pn(R), el conjunto B = {1, x, x2, ..., xn} es base. En
efecto. Es claro que cualquier polinomio, q de grado ≤ n se escribe como com-
binación lineal de los vectores en B:

q(x) =
n∑
i=0

aix
i.

para verificar que estos son `.i tomemos la combinación lineal

n∑
i=0

λix
i = 0.

Se tiene que, si el polinomio de la izquierda tiene algún coeficiente no nulo,
entonces es un polinomio de grado entre 0 y n luego posee, a lo más, n ráıces.
Pero el polinomio de la derecha (polinomio nulo) tiene infinitas ráıces. De esto
se desprende que λi = 0, i = 0, ..., n.
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Otra manera de verificar la independencia lineal es mediante derivación:

d

dx
(
n∑
i=0

λix
i) = λ1 + 2λ2x+ ...+ nλnx

n−1 = 0

d2

dx2
(
n∑
i=0

λix
i) = 2λ2 + ...+ n(n− 1)λnx

n−2 = 0

...

dn

dxn
(
n∑
i=0

λix
i) = n!λn = 0

⇒ λn = 0 =⇒ λn−1 = 0 =⇒ ... =⇒ λ1 = 0 =⇒ λ0 = 0.

4. Existen espacios vectoriales en los cuales ningún conjunto finito de vectores es
base, por ejemplo, sea S el conjunto de las sucesiones, es decir:

S = {(un)/un ∈ R,∀n ∈ N}.

Claramente, con la suma (un) + (vn) = (un + vn) y la multiplicación λ(un) =
(λun), λ ∈ R, S es un espacio vectorial sobre R.

Vemos que el conjunto finito de sucesiones Bn = {x(1), . . . , x(n)}, donde x
(i)
j = 1

si y sólo si i = j (0 en otro caso), es linealmente independiente. En efecto:

n∑
i=0

λix
(i) = (λ1, λ2, ..., λn, 0, 0...) = (0, ..., 0, ...)⇒ λi = 0 ∀i = 1, ..., n.

Pero, siempre es posible agrandar este conjunto. Basta tomar Bn+1 = Bn ∪
{x(n+1)}. Además ∀n ∈ N, Bn no es generador pues dado n fijo, el vector x(n+1)

es linealmente independiente de los vectores de Bn. Es decir, extendiendo ade-
cuadamente las definiciones de l.i. y generador a conjuntos infinitos (lo cual se
puede hacer, pero no lo haremos aqúı), la “base” seŕıa B =

⋃
n≥1Bn, que es un

conjunto infinito. Sin embargo, es posible probar que B tampoco puede generar
a todas las sucesiones de S, es sólo un conjunto l.i.

5. Observemos que el conjunto de las progresiones aritméticas, PA es un s.e.v.
de S, y este tiene una base finita. En efecto 1̄ = (1, . . . , 1, . . . ), e =
(1, 2, 3, . . . , n, . . . ) ∈ PA y además son l.i.:

λ1̄ + βe = (λ+ β, λ+ 2β, λ+ 3β, ..., λ+ uβ, ...) = (0, ..., 0, ...)

⇒ (λ+ β = 0) ∧ (λ+ 2β = 0) ⇒ λ = β = 0.

Además son generadores: Sea (xn)n una progresión de diferencia d entonces se
tiene xn = x0 + nd y por lo tanto:

(xn) = x01̄ + de.
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Una caracterización de base, que nos será útil más adelante, es la siguiente:

Proposición 2.3. Dado un espacio vectorial V , B = {vi}ni=1 ⊆ V es una base si y sólo
śı ∀v ∈ V, v se escribe de manera única como combinación lineal de los vectores del
conjunto B.

Demostración. Demostremos esta propiedad:

⇒) Como B es base, 〈B〉 = V , luego v se escribe como combinación lineal de los vectores
en B. Supongamos que esto puede hacerse de dos maneras:

v =
n∑
i=1

αivi, v =
n∑
i=1

βivi.

Se tiene entonces
n∑
i=1

(αi−βi)vi = 0. Como B es un conjunto l.i., conclúımos que αi = βi

para todo i.

⇐) Por hipótesis, cualquier vector v ∈ V es combinación lineal del conjunto B, luego

B es generador. Supongamos que B es l.d., entonces
n∑
i=1

λivi = 0 con escalares no todos

nulos. Además 0v1 + 0v + ... + 0vn = 0 luego el vector 0 se escribe de dos maneras
distintas, lo cual es una contradicción. Conclúımos entonces que B es base. �

Observación: Por convención el conjunto vaćıo φ es la base del espacio vectorial
{0}. Esto pues por definición diremos que φ es l.i. y además el subespacio más
pequeño que lo contiene es {0}.

Otra propiedad importante es la siguiente:

Teorema 2.2. Si X = {v1, . . . , vn} ⊆ V es un conjunto generador, entonces es posible
extraer un subconjunto B = {vi1 , . . . , vis} que es base de V .

Demostración. Procederemos de manera recursiva

1. Elijamos vi1 ∈ B, el primer vector no nulo que encontremos (¿ Qué pasa si todos
son cero?). Hagamos B1 = {vi1}. Claramente B1 es linealmente independiente.

2. Preguntamos ¿X \B1 ⊆ 〈B1〉?
Si es cierto: Entonces B1 es base. En efecto, X \B1 ⊆ 〈B1〉 ⇒ ∀j 6= i1, vj = λjvi1 .

Como V = 〈X〉 ⇒ ∀v ∈ V, v =
n∑
k=1

αkvk =
∑
k 6=i1

αkλkvi1 + αi1vi1 = λvi1 ∈ 〈B1〉,

con λ ∈ K lo que implica que V ⊆ 〈B1〉. Es decir V = 〈B1〉, luego B1 es l.i. y
generador.

55



Si no es cierto: Entonces ∃vi2 ∈ X \ B1, vi2 /∈ 〈B1〉. Hacemos B2 = B1 ∪ {vi2} y
repetimos el procedimiento anterior.

En el k-ésimo paso se habrá generado, a partir de Bk−1 = {vi1 , ..., vik−1
}, (que es

linealmente independiente), el nuevo conjunto:

Bk = Bk−1 ∪ {vik}, vik /∈ 〈Bk−1〉 .
Bk es linealmente independiente: En efecto, sea:

k∑
j=1

λjvij = 0.

Si λk 6= 0 entonces vik = − 1
λk

k−1∑
j=1

λjvij ∈ 〈Bk−1〉 que es una contradicción. Luego

λk = 0 y, como Bk−1 es linealmente independiente, λj = 0 ∀j = 1...k − 1.

Finalmente, como el conjunto de vectores X es finito, en un número finito de pasos
determinamos un conjunto linealmente independiente Bs = {vi1 , ..., vis}, tal que X \
Bs ⊆ 〈Bs〉 y de manera análoga a lo ya hecho se prueba que es generador y por lo tanto
base de V . �

En la demostración anterior, elegimos el “próximo” vector, vik , para “entrar” al conjunto
Bk−1, exigiendo solamente: vik /∈ 〈Bk−1〉. Obviamente pueden existir varios vectores con
tal propiedad. Esto permite afirmar que, en general, a partir de B podemos determinar
varias bases (a menos claro que B mismo sea una base).

Ejemplo 2.4.
Si B = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}, los subconjuntos {(1, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (1, 1)} y
{(0, 1), (1, 1)} son todos bases de R2.

Daremos ahora una generalización del Teorema 2.1.

Teorema 2.3. Supongamos que tenemos B = {vi}ni=1, base de V y un conjunto arbi-
trario X = {wi}mi=1 ⊆ V . Si m > n, entonces el conjunto X es l.d.

Demostración. En efecto, como B es base: wi = λ1iv1 + · · · + λnivn 1 ≤ i ≤ m.
Tomemos una combinación lineal de los vectores de X:

β1ω1 + ...+ βmωm = 0, (2.1)

reemplazando cada wi como combinación lineal de B, 2.1 equivale a:
m∑
i=1

βi[λ1iv1 + ...+ λnivn] = 0

⇐⇒
m∑
i=1

βi

n∑
j=1

λjivj = 0

⇐⇒
n∑
j=1

vj(
m∑
i=1

βiλji) = 0
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y como B = {vj}nj=1 es l.i., lo anterior es equivalente a

m∑
i=1

λjiβi = 0 1 ≤ j ≤ n

o, de manera matricial Aβ̄ = 0, donde

A =


λ11 λ12 · · · λ1m
λ21 λ22 · · · λ2m
...

...
...

λn1 λn2 · · · λnm

 , β̄ =


β1
β2
...
βm

 .

Del caṕıtulo anterior sabemos que para m > n el sistema anterior tiene más de una
solución (infinitas), luego al menos una no nula. Es decir existen escalares β1, ..., βm, no
todos nulos, solución de la ecuación 2.1. De donde conclúımos que X es l.d. �

De este resultado se desprende directamente el corolario siguiente que es suma impor-
tancia:

Corolario 2.1. Si {vi}ni=1, y {ui}mi=1 son bases de V , entonces n = m.

Demostración. En efecto, si n > m, de la propiedad anterior conclúımos {vi}ni=1 es
l.d., lo cual es una contradicción. �

Aśı, si existe una base finita, de cardinal n, entonces cualquier otra base contiene
exactamente n vectores.

Esto nos lleva a definir la dimensión de un espacio vectorial.

Definición (Dimensión) Diremos que un espacio vectorial V sobre K es de di-
mensión n (finita) si admite una base de cardinalidad n. En caso que no exista una
base finita, hablaremos de espacio vectorial de dimensión infinita.

Notaremos dimV al cardinal de una base (dimV = ∞, si V no posee una base
finita). En particular dim{0}=0.

Ejemplos:

1. dimRn = n.

2. dim S =∞.

3. dim PA = 2.

4. dim Mmn = m · n.
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Verifiquemos esta última. Tomemos el conjunto de matrices de 0 y 1:

B = {Ē[α, β] = (eαβij ), eαβij = 1⇔ (α, β) = (i, j) α ∈ {1, ...,m}, β ∈ {1, ..., n}}.

Este conjunto corresponde a la base canónica del espacio de las matrices. Por ejemplo,
para m = 2 y n = 3, el conjunto B está formado por las matrices:(

1 0 0
0 0 0

)
,

(
0 1 0
0 0 0

)
,

(
0 0 1
0 0 0

)
,

(
0 0 0
1 0 0

)
,

(
0 0 0
1 0 0

)
,

(
0 0 0
0 0 1

)
. (2.2)

Volvamos al caso general, claramente B es l.i.

m∑
α=1

n∑
β=1

λαβE[α, β] =

 λ11...λ1n
...

λm1...λmn

 =

0 ... 0
...

0 ... 0


=⇒ λαβ = 0 ∀α, β.

Además, dada A = (aij) ∈Mmn(K):

A =
m∑
α=1

n∑
β=1

aαβE[α, β].

Luego, el conjunto {E[α, β]}α,β es base. Es decir dimMmn(K) = mn.

Algunas propiedades de los espacios de dimensión finita son las siguientes:

Teorema 2.4.

1. Sea dimV = n. Si {vi}ni=1 es l.i. entonces {vi}ni=1 es base.

2. Sea U un s.e.v de V , luego dimU ≤ dimV más aún se tiene que
dimU = dimV ⇒ U = V .

Demostración.

1. Basta probar que V = 〈{v1, ..., vn}〉. Supongamos ∃u /∈ 〈{v1, .., vn}〉, luego
B = {u, v1, ..., vn} es l.i. y |B| = n + 1 > n. Lo que es una contradicción, pues
todo conjunto de cardinal mayor que la dimensión debe ser l.d.

2. Supongamos m = dimU > n = dimV , entonces existe {ui}mi=1 base de U , pero
{ui}mi=1 ⊆ V es l.i., de cardinal mayor que la dimensión, lo cual contradice el hecho
que el máximo conjunto de vectores l.i. es de cardinalidad n.

Para probar la última parte supongamos U 6= V . Sea {ui}ni=1 una base de U .
Como U 6= V y 〈{u1, ..., un}〉 = U,
∃v ∈ V \ U ⇒ B = {v} ∪ {ui}ni=1 es l.i. en V y |B| > dimV , que al igual que
antes da una contradicción. �
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Un resultado importante es la posibilidad de que, en un espacio vectorial V ,
dim V = n, un conjunto de vectores linealmente independiente, pueda completarse
hasta formar una base de V .

Teorema 2.5 (Completación de base). Dado V espacio vectorial sobreK con dimV =
n, y un conjunto de vectores l.i.; X = {v1, . . . , vr}, r < n, entonces existen vectores
vr+1, . . . , vn, tales que el conjunto {v1, . . . , vn} es base de V .

Demostración. Sea U = 〈{v1, . . . , vr}〉, claramente U 6= V (justifique). Luego ∃v ∈
V \ U . Definiendo vr+1 = v, el conjunto {v1, ..., vr, vr+1} es l.i. En efecto

r+1∑
i=1

λivi = 0

Si λr+1 6= 0 entonces, se concluye que vr+1 = − 1
λr+1

r∑
i=1

λivi ∈ 〈{v1, ..., vr}〉 lo cuál es una

contradicción ya que vr+1 /∈ U . Si λr+1 = 0⇒ λi = 0 ∀i = 1, ..., r pues los vectores de
X son l.i. Si 〈{v1, ..., vr+1}〉 = V hemos terminado, sino repetimos el procedimiento.

Ejemplo 2.5.
Consideremos, en R4 el conjunto

X = {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0)}.

Claramente este conjunto es l.i. y además (0, 0, 1, 0) /∈ 〈{(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0)}〉. Lue-
go {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)} es l.i.

Análogamente, el vector (0, 0, 0, 1) /∈ 〈{(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)}〉 luego el con-
junto B = {(1, 1, 0, 0)(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} es l.i. y como contiene tantos
vectores como dim R4 = 4, es base.

2.6 Suma de espacios vectoriales

Recordemos que la unión de subespacios de un espacio vectorial V , no es necesariamen-
te un espacio vectorial. Definamos una operación entre subespacios que nos permita
determinar uno nuevo, que contenga a ambos. Sean U,W subespacios de V , definimos
la suma de subespacios vectoriales como sigue:

U +W = {v ∈ V | v = u+ w, u ∈ U,w ∈ W}.

Es directo que U + W es un s.e.v de V . En efecto, sean x, y ∈ U + W,λ, β ∈ K, luego
x = u1 +w1, y = u2 +w2. Además, λx+ βy = (λu1 + βu2) + (λw1 + βw2) ∈ U +W ya
que U y W son s.e.v.
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Ejemplo 2.6.
Tomemos en R2, los subespacios U = 〈{(1, 1)}〉 ,W = 〈{(1, 0)}〉

U +W = {v = λ(1, 1) + β(1, 0) | λ, β ∈ R} = R2

En efecto, (x, y) = y(1, 1) + (x− y)(1, 0)

Sean, en R3, los subespacios U = 〈{(1, 0, 0)}〉 ,W = 〈{(0, 1, 0)}〉

U +W = {(x, y, 0) | x, y ∈ R} 6= R3.

En general, es directo que U ⊆ U +W y W ⊆ U +W . Basta tomar los elementos de la
forma u+ 0 y 0 + w, respectivamente.

Dado V = U +W , un vector no necesariamente admite una escritura única en términos
de U y W .

Ejemplo 2.7.
Si

U = 〈{(1, 0), (0, 1)}〉 , W = 〈{(1, 1)}〉

luego R2 = U +W . Pero el vector (1, 1) se escribe de dos maneras:

(1, 1) = (1, 1) + 0

donde (1, 1) ∈ U y 0 ∈ W , pero además

(1, 1) = 0 + (1, 1)

donde esta vez 0 ∈ U y (1, 1) ∈ W .

En el caso particular, en que la descomposición de un vector de V sea única en términos
de los subespacios, diremos que V es suma directa de U y W ,

Definición (Suma directa) Sea un espacio vectorial V y dos subespacios vec-
toriales U, W de V . Diremos que el subespacio Z = U +W es suma directa de U
y W , notado U ⊕W = Z, si ∀v ∈ Z, v se escribe de manera única como

v = u+ w, u ∈ U, w ∈ W.

En el caso en que V sea suma directa de U y W , diremos que estos últimos son suple-
mentarios.
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Ejemplo 2.8.
Sean, por ejemplo, los subespacios de R2, V = 〈{(1, 0)}〉 ,W = 〈{(0, 1)}〉
R2 = U ⊕W, pues (x, y) = x(1, 0) + y(0, 1) es única.

Una caracterización útil de la suma directa es la siguiente:

Proposición 2.4. Dado V e.v. y U,W,Z s.e.v. de V , entonces

Z = U ⊕W ⇐⇒ (Z = U +W ) ∧ (U ∩W = {0})

Demostración. En efecto:

⇒) Como Z es suma directa de U y W , ∀v ∈ Z, ∃! u ∈ U,w ∈ W tal que v = u+w ⇒
v ∈ U +W , luego Z = U +W .

Supongamos ahora v ∈ U ∩W , entonces v = v + 0 = 0 + v. Es decir, v admite
dos escrituras en U +W , luego necesariamente v = 0.

⇐) Como Z = U + W,∀v ∈ Z, v = u + w, u ∈ U,w ∈ W . Veamos que esta
descomposición es única. Supongamos v = u+w y v = u′+w′, entonces u− u′ =
w′ − w, donde u− u′ ∈ U y w′ − w ∈ W , luego u− u′ ∈ U ∩W ⇒ u− u′ = 0⇒
u = u′ ⇒ w = w′. �

Una propiedad interesante de la suma directa es:

Teorema 2.6. Si V = U ⊕W y V es de dimensión finita, entonces dim V = dimU +
dimW .

Demostración. En efecto, si U o W corresponde al subespacio nulo, {0}, el resultado
es directo.

Supongamos entonces U 6= {0} 6= W . Sea {ui}ki=1 base de U, {wi}mi=1 base de W .
Afirmamos que el conjunto B = {u1, ..., uk, w1, ..., wm} es base de V :

1. B es linealmente independiente:

k∑
i=1

λiui +
m∑
i=1

βiwi = 0

Como
k∑
i=1

λiui ∈ U,
m∑
i=1

βiwi ∈ W y el vector 0 se escribe de manera única en U+W

como 0 = 0 + 0, obtenemos:

k∑
i=1

λiui =
m∑
i=1

βiwi = 0

y por independencia lineal de {ui}ki=1, {wi}mi=1 conclúımos λ1 = ... = λk = β1 =
... = βk = 0.
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2. B es generador del e.v. V :

Como V = U ⊕ W,∀v ∈ V, v = u + w, u ∈ U,w ∈ W . Pero u ∈ U,w ∈ W

se escriben como combinación lineal de sus bases: u =
k∑
i=1

αiui, w =
m∑
i=1

λiwi, de

donde,

v =
k∑
i=1

αiwi +
m∑
i=1

λiwi, luego 〈B〉 = V .

De (1) y (2) es directo que dim V = k +m = dim U+ dim W . �

Una pregunta importante es la siguiente: dado un s.e.v U de V , ¿ existe un suplemen-
tario de U?, es decir ¿ un s.e.v W tal que V = U ⊕W?

La respuesta es afirmativa, si U = V , basta tomar como suplementario W = {0}. Si
dimU < dimV , tomemos una base de U : X = {ui}ki=1. Por el teorema de completación
de base, existen vectores {uk+1, ..., un} tales que B = X ∪ {uk+1, ..., un} es base de V .
Sea ahora
W = 〈{uk+1, ..., un}〉. Afirmamos que V = U ⊕W . En efecto, como {u1, ..., un} es base
de V , todo v ∈ V puede escribirse, de manera única, como combinación lineal de esta
base:

v =
k∑
i=1

αiui +
n∑

i=k+1

αiui

Como u =
k∑
i=1

αiui ∈ U,w =
n∑

i=k+1

αiui ∈ W , tenemos que un vector v ∈ V se escribe de

manera única como v = u+ w.

Ejemplos: Tomemos V = R3 y los subespacios

U = 〈{(1, 0, 0), (0, 1, 0)}〉 , W = 〈{(0, 1, 0), (0, 0, 1)}〉

U ∩W = 〈{(0, 1, 0)}〉. En efecto, si v ∈ U ∩W, v = α(1, 0, 0) + β(0, 1, 0) =
γ(0, 1, 0) + δ(0, 0, 1). De donde, α = δ = 0, β = γ. Luego v = γ(0, 1, 0). Es decir
U∩W = 〈{(0, 1, 0)}〉, De esto conclúımos que U+W no es suma directa, sin embargo
R3 = U +W =
〈{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}〉.

En R2, cualquier par de rectas no colineales, que pasen por el origen, están asociados
a subespacios suplementarios. Luego el suplementario de un s.e.v. U no es único.

El siguiente resultado, propuesto como ejercicio, extiende el Teorema 2.6 al caso en que
la suma no es necesariamente directa.

Teorema 2.7. Supongamos que V = U + W , entonces dimV = dimU + dimW −
dimU ∩W .

Demostración. Propuesta como ejercicio. Ver la gúıa para indicaciones. �
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Gúıa de Ejercicios

1. Averigue si el conjunto de polinomios {1 + x3, 1− x3, x− x3, x+ x3} constituye una
base de F = {p ∈ P(R) | gr(p) < 4}. Donde P(R) el es espacio de los polinomios a
coeficientes reales.

2. Sea W es subespacio vectorial de R4 generado por el conjunto


1
1
1
1

 ,


1
−1
1
−1

 ,


2
3
2
3


 .

(a) Determine una base de W y su dimensión.

(b) Extienda la base encontrada antes a una base de R4.

3. Se desea probar el siguiente resultado:

Supongamos que V = U +W , entonces dimV = dimU + dimW − dimU ∩W .

Para ello:

Considere U ∩W como subespacio de U y W . Si se toma {z1, ..., zk} base de U ∩W ,
se puede extender a

BU = {z1, ..., zk, u1, ..., ul} base de U y

BW = {z1, ..., zk, w1, ..., wp} base de W.

Se probará que B = {z1, ..., zk, u1, ..., ul, w1, ..., wp} es base de V .

(a) Pruebe que B genera a V . Es decir, tome v ∈ V y pruebe que es combinación
lineal de los vectores de B. Use que V = U +W .

(b) Para probar que B es l.i., tome una combinación lineal de B igual a cero:

0 = α1z1 + ...+ αkzk + γ1u1 + ...+ γlul + β1w1 + ...+ βpwp

de donde

− (β1w1 + ...+ βpwp) = α1z1 + ...+ αkzk + γ1u1 + ...+ γlul. (2.3)

Pruebe que existen λ1, . . . , λk ∈ K tales que

−(β1w1 + ...+ βpwp) = λ1z1 + ...+ λkzk.

(c) Demuestre que β1 = · · · = βp = λ1 = · · · = λk = 0.

(d) Reemplace lo anterior en 2.3 y use que BU es base para probar que α1 = · · · =
αk = γ1 = · · · = γl = 0.

(e) Concluya que B es l.i. y por ende base de V .
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(f) Concluya el resultado buscado.

Gúıa de Problemas

P1. Considere los conjuntos W y U definidos por:

W = {M ∈M33(R) | M =

a b 0
b e c
0 c i

 ∧ a+ e+ i = 0, a, b, c, e, i ∈ R}.

U = {M ∈M33(R) | M =

0 r s
r 0 0
s 0 0

 , r, s ∈ R}.

(a) Demuestre que W y U son subespacios vectoriales de M33(R).

(b) Encuentre bases y dimensiones para los subespacios U,W,U ∩W y U +W , y
decida (justificando) si la suma U +W es directa.

¿Cuántos vectores es preciso agregar a una base de U +W para obtener una
base de S = {M ∈M33(R) | M simétrica}? Justifique encontrando una base
de S.

P2. Sea m = 2n con n > 0 y considere el conjunto Pm(R) de los polinomios reales de
grado menor o igual a m. Si cada p ∈ Pm(R) se escribe p(x) = a0+a1x+· · ·+amxm,
se define el conjunto

V = {p ∈ Pm(R) | ∀i ∈ {0, . . . ,m}, ai = am−i.}

(a) Probar que V es subespacio vectorial de Pm(R) sobre los reales.

(b) Encontrar una base de V y deducir que su dimensión es n+ 1.

(c) Probar que Pm(R) = V ⊕ Pn−1(R).

(d) Se define

V ′ = {p(x) =
m∑
i=0

aix
i ∈ Pm(R) | ∀i ∈ {0, . . . ,m}, ai = −am−i}.

Probar que Pm(R) = V ⊕ V ′ (asuma que V ′ es un subespacio vectorial de
Pm(R)).

P3. Si A ∈Mnn(R) y V es un subespacio vectorial de Rn, se define:

A(V ) = {Ax | x ∈ V }.

(a) (1) Pruebe que si A ∈ Mnn(R) y V es s.e.v. de Rn entonces A(V ) también
es s.e.v. de Rn.

(2) Sean V,W s.e.v. de Rn tales que V ⊕W = Rn. Pruebe que si A ∈Mnn(R)
es invertible entonces A(V )⊕ A(W ) = Rn.
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(3) Sean V,W s.e.v. de Rn tales que V ⊕W = Rn. Pruebe que si A(V ) ⊕
A(W ) = Rn, entonces A es invertible.
Indicación: Pruebe que para todo z ∈ Rn el sistemaAx = z tiene solución.

(b) (1) Sea W un s.e.v. de Rn y definamos E = {A ∈ Mnn(R) | A(Rn) ⊂ W}.
Muestre que E es un s.e.v. de Mnn(R).

(2) SeaW = {(t, t) | t ∈ R}. Calcule la dimensión de E = {A ∈M22(R) |A(R2) ⊂
W}.
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SEMANA 7:

Ingeniería Matemática

Transformaciones lineales

3.1 Introducción

Sea la matriz A = ( 0 1
1 0 ) y multipliquemos los vectores de R2 por esta matriz. Sea

v = ( x1x2 ), se tiene entonces Av = ( x2x1 ), es decir el vector que se obtiene de intercambiar
las coordenadas de v.

Si tomamos A =
( −1 0

0 −1
)
, al multiplicar por el vector v obtenemos Av = − ( x1x2 ) , que

es el vector simétrico con respecto al oŕıgen.

Estos dos ejemplos nos dan funciones completamente distintas pero ellas comparten
propiedades que son fundamentales: la imagen de la suma de dos vectores es la suma
de las imagenes y la imagen de un vector ponderado por un real es la imagen del vector
ponderada por el mismo escalar. Funciones que verifican estas propiedades son llamadas
lineales y son el objeto de este caṕıtulo. Veamos un caso más general.

En Rn consideremos T como la función:

T : Rn → Rm

v → Av

donde A ∈Mmn(R).

Este tipo de transformaciones tiene dos propiedades fundamentales:

1. T (u+ v) = T (u) + T (v) ∀u, v ∈ Rn

2. T (λv) = λT (v) ∀λ ∈ R, v ∈ Rn

En efecto, T (u+v) = A(u+v). Como la multiplicación matricial distribuye con respecto
a la suma:

T (u+ v) = Au+ Av = T (u) + T (v)

Por otra parte, T (λv) = A(λv) = λAv = λT (v)

66



3.2 Tranformaciones lineales

Definición (Tansformación lineal) Sean U, V dos espacios vectoriales sobre
el mismo cuerpo K. Diremos que una función T : U → V es una transformación (o
función) lineal si y sólo si satisface:

1. ∀u1, u2 ∈ U, T (u1 + u2) = T (u1) + T (u2) (3.1)

2. ∀u ∈ U, λ ∈ K, T (λu) = λT (u) (3.2)

Señalemos que la propiedad 3.1 establece un homomorfismo entre los grupos (U,+)
y (V,+).

Ejemplos:

1. Cualquier función T : Rn → Rm, X 7→ AX, es lineal.

2. El caso particular, f : R → R, x → ax, a ∈ R es lineal. En efecto, f(x + y) =
a(x + y) = ax + ay = f(x) + f(y). Además, f(λx) = a(λx) = λax = λf(x).
Esta transformación corresponde a una recta (ĺınea) que pasa por el oŕıgen con
pendiente a.

3. f : R→ R, x→ x2, no es lineal. En efecto: f(x+y) = (x+y)2 = x2+2xy+y2 =
f(x)+f(y)+2xy, luego no es lineal. En general cualquier función real de grado
superior a uno , trigonométrica, etcétera, no es lineal.

4. f : P3(R) → R4, p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 → f(p) = (a0, a1, a2, a3), es
lineal. En efecto; si q(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + b3x
3, obtenemos

f(p+ q) = f((a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x
2 + (a3 + b3)x

3) =

= (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) = (a0, a1, a2, a3) + (b0, b1, b2, b3)

= f(p) + f(q)

f(λp) = f(λa0 + λa1x+ λa2x
2 + λa3x

3) = (λa0, λa1, λa2, λa3)

= λ(a0, a1, a2, a3) = λf(p).

5. Sea Fd(R,R) el conjunto de las funciones reales derivables. Es directo verificar
que este conjunto es un s.e.v. de F(R,R). Consideremos la transformación:

T : Fd(R,R)→ F(R,R)

f 7→ T (f)

donde T (f)(x) = df
dx

(x) es la función derivada. Es directo, de las propiedades
de derivación que T es lineal.
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6. Sea V e.v sobre K, V = V1 ⊕ V2 y sean:

P1 : V → V1, P2 : V → V2

v = v1 + v2 7→ P1(v) = v1 v = v1 + v2 7→ P2(v) = v2

Ambas funciones (¿porqué son funciones?) son lineales. Verifiquemos para P1:
sean λ, β ∈ K v = v1 + v2, u = u1 + u2, vi, ui ∈ Vi, i = 1, 2.

P1(λv + βu) = P1(λv1 + βu1) + (λv2 + βu2)) =

= λv1 + βu1 = λP1(v) + βP1(u)

La función, Pi, se denomina la proyección de V sobre Vi.

3.3 Propiedades de transformaciones lineales

Proposición 3.1. Sea T : U → V una transformación lineal. Se tiene entonces:

1. T (0) = 0 ∈ V .

2. T (−u) = −T (u).

3. T es lineal si y sólo si ∀λ1, λ2 ∈ K, ∀u1, u2 ∈ U

T (λ1u1 + λ2u2) = λ1T (u1) + λ2T (u2).

Demostración. Demostremos estas propiedades:

1. T (u) = T (u+ 0) = T (u) + T (0)
como V es espacio vectorial (V,+) es un grupo Abeliano, luego podemos cancelar
T (u); de donde 0 = T (0).

2. T (−u) = T (−1u) = −1T (u) = −T (u).

3. ⇒) T (λ1u1 + λ2u2) = T (λ1u1) + T (λ2u2) = λ1T (u1) + λ2T (u2).
⇐) Tomando λ1 = λ2 = 1 se verifica la propiedad (1) de linealidad. Considerando
λ2 = 0, se obtiene la propiedad (2).

Observación: Note que las demostraciones de las propiedades 1 y 2 podŕıan haber
sido omitidas, ya que dichas propiedades son consecuencias de que T sea morfismo
entre los grupos (U,+) y (V,+).

68



Dada una combinación lineal de vectores
n∑
i=1

λixi ∈ U y la transformación lineal, T :

U → V . Se tiene, por inducción, que:

T (
n∑
i=1

λixi) =
n∑
i=1

λiT (xi)

Si dim U = n y β = {ui}ni=1 es una base de U , sabemos que u ∈ U se escribe, de manera

única, como u =
n∑
i=1

αiui, donde los escalares α = (α1, . . . , αn) corresponden a las

coordenadas de u con respecto a la base β. Aplicando a este vector u la transformación
lineal T :

T (u) = T

(
n∑
i=1

αiui

)
=

n∑
i=1

αiT (ui) (3.3)

De este cálculo se desprende que: basta definir la transformación T sobre una base de
U , es decir calcular sólo {T (vi)}ni=1. Para determinar el efecto de T sobre un vector
u ∈ V arbitrario, basta aplicar la ecuación 3.3.

Ejercicio 3.1: Pruebe que entonces dada una base β = {ui}ni=1 de U y n vectores
X = {vi}ni=1 no necesariamente `.i. de V existe una única transformación lineal T

T : U → V

u 7→ T (u)

tal que T (ui) = vi i = 1, ..., n.

Consideremos ahora la transformación:

f : U → K
n

u 7→ f(u) = α = (α1, . . . , αn)

que a cada vector u le asocia las coordenadas con respecto a una base fija β = {ui}ni=1.

Es claro que f es función (representación única de un vector con respecto a una base).
Además, es lineal. Más aún f es biyectiva (verif́ıquelo). Esto nos lleva a la siguiente
definición.

Definición (Isomorfismo) Sea T : U → V una transformación lineal, diremos
que es un isomorf́ısmo si T es biyectiva.

Además diremos que U y V son isomorfos si existe un isomorf́ısmo entre U y V , en
cuyo caso lo denotaremos como U ∼= V .

En nuestro ejemplo anterior f es un isomorfismo y U ∼= Kn. Esto quiere decir que si U
tiene dimensión finita n se “comporta” como si fuera Kn. Esta isomorf́ıa no es única,
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depende de la base elegida. Por el momento esto no debe preocuparnos. Calculemos

además la imagen, a través del isomorfismo f , de la base {ui}ni=1 del espacio vectorial
U .

f(ui) = f(0u1 + · · ·+ 1ui + · · ·+ 0un) =


0
...
1
...
0

 = ei ∈ Kn

Luego, la base asociada a {ui}ni=1 es la base canónica de Kn.

3.4 Composición de funciones lineales

Consideremos U, V,W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Sean T : U → V
y L : V → W dos transformaciones lineales, la composición L ◦ T : U → W es fácil
ver que es una función lineal. Si además L y T son biyectivas (isomorf́ısmos) entonces
también lo es L ◦ T .

Otra propiedad importante es que si T : U → V es un isomorf́ısmo tendremos que la
función inversa, que existe pues T es biyectiva, también es un isomorf́ısmo. En efecto
sólo resta probar que T−1 es lineal, pues es claro que es biyectiva (¿por qué?). Tomemos
v1, v2 ∈ V, λ, β ∈ K. Sean T−1(v1) = u1, T

−1(v2) = u2 por lo tanto

T (λu1 + βu2)) = λT (u1) + βT (u2) = λv1 + βv2,

esto quiere decir que

T−1(λv1 + βv2) = λu1 + βu2 = λT−1(v1) + βT−1(v2),

entonces T−1 es lineal.

Una transformación lineal importante es idU : U → U que es la transformación identi-
dad. Como sabemos que es biyectiva se tiene que idU es un isomorf́ısmo.

Con todos estos ingredientes se puede concluir que la relación entre espacios vectoriales
de ser isomorfos es una relación de equivalencia.

3.5 Subespacios Asociados a una transformación lineal

Definición (Núcleo) Sea una transformación lineal T : U → V . Definimos el
núcleo de T como el conjunto:

KerT = {x ∈ U | T (x) = 0}.
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Claramente, KerT 6= φ ya que como T (0) = 0 tenemos que siempre 0 ∈ KerT . Más
aún, KerT es un s.e.v. de U . En efecto, sean x, y ∈ KerT, λ, β ∈ K;

T (λx+ βy) = λT (x) + βT (y) = λ0 + β0 = 0

luego, λx+ βy ∈ KerT .

Otro conjunto importante en el estudio de transformaciones lineales es la imagen:

Definición (Imagen) Sea una transformación lineal T : U → V . Definimos la
imagen de T como el conjunto:

ImT = T (U) = {v ∈ V | ∃u ∈ U : v = f(u)}

ImT es un s.e.v de V . En efecto, sean v1, v2 ∈ ImT , existen entonces u1, u2 ∈ U tales
que vi = T (ui), i = 1, 2. Dados λ, β ∈ K se tiene:

λv1 + βv2 = λT (u1) + βT (u2) = T (λu1 + βu2)

de donde conclúımos λv1 + βv2 ∈ ImT .

Definición (Rango y nulidad) La dimensión de ImT se denomina el rango de
la transformación T y se nota r. La dimensión del KerT se llama nulidad y se suele
denotar por la letra griega ν.

Ejemplo 3.1.
Desarrollemos un ejemplo. Sea la transformación lineal:

T : R4 → R3
x1
x2
x3
x4

 7→
x1 + x2
x2 − x3
x1 + x3


o en términos matriciales:

T (x) =

1 1 0 0
0 1 −1 0
1 0 1 0



x1
x2
x3
x4


Determinemos los subespacios KerT y ImT . Tenemos que x ∈ KerT ⇔ T (x) = 0,

lo que es equivalente a determinar la solución general del sistema homogéneo:1 1 0 0
0 1 −1 0
1 0 1 0



x1
x2
x3
x4

 =

0
0
0
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Escalonando:1 1 0 0
0 1 −1 0
1 0 1 0

→
1 1 0 0

0 1 −1 0
0 −1 1 0

→
1 1 0 0

0 1 −1 0
0 0 0 0

 (3.4)

De donde:

x1 + x2 = 0
x2 − x3 = 0

⇐⇒

x1 = −x2
x2 = x3
x3 = x3
x4 = x4

Lo cual permite escribir la solución general en función de dos parámetros:
x1 = −x3
x2 = x3
x3 = x3
x4 = x4

 ⇐⇒


x1
x2
x3
x4

 = x3


−1

1
1
0

+ x4


0
0
0
1


Luego, KerT =

〈{(
−1
1
1
0

)
,

(
0
0
0
1

)}〉
es un s.e.v de R4 de dimensión dos. Determine-

mos ahora ImT . Sea
(
y1
y2
y3

)
∈ ImT , es decir:

y1y2
y3

 =

1 1 0 0
0 1 −1 0
1 0 1 0



x1
x2
x3
x4


= x1

1
0
1

+ x2

1
1
0

+ x3

 0
−1

1


Luego ImT =

〈{(
1
0
1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

0
−1
1

)}〉
.

Pero del resultado de escalonar la matriz que tiene como columnas a los

vectores
(

1
0
1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

0
−1
1

)
y
(

0
0
0

)
, en 3.4 podemos extraer una base de〈{(

1
0
1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

0
−1
1

)
,
(

0
0
0

)}〉
=
〈{(

1
0
1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

0
−1
1

)}〉
, tomando aquellos vecto-

res asociados a columnas con pivotes de la matriz escalonada (Importante: ver

gúıa de ejercicios y problemas). Es decir,
{(

1
0
1

)
,
(

1
1
0

)}
.

Conclúımos entonces que ImT =
〈{(

1
0
1

)
,
(

1
1
0

)}〉
es un s.e.v. de R3 de dimensión

dos.

Observemos en este ejemplo que 4 = dimR4 = dim KerT + dim ImT . Además T no

es inyectiva ya que KerT contiene más de un vector, es decir el vector
(

0
0
0

)
tiene más

de una pre-imagen. Tampoco es epiyectiva ya que dim ImT < 3 = dimR3.
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Teorema 3.1. Sea T : U → V una transformación lineal entonces

T es inyectiva ⇐⇒ KerT = {0}

Demostración.

=⇒ ) Dado u ∈ KerT, T (u) = 0 = T (0). Como T es inyectiva, se tiene u = 0.

⇐= ) Sea T (u1) = T (u2), por linealidad T (u1−u2) = 0. Luego u1−u2 ∈ KerT = {0},
de donde u1 = u2. �

De este resultado obtenemos el siguiente Corolario

Corolario 3.1. Una transformación lineal T : U → V , es un isomorfismo si y sólo si
KerT = {0} y ImT = V , o equivalentemente dim ImT = dimV y dim KerT = 0.

Demostración. Para probar la biyectividad de T , basta notar que KerT = {0}
(inyectividad) y ImT = V (epiyectividad). La otra equivalencia sale de que ImT =
V ⇔ dim ImT = dimV y KerT = {0} ⇔ dim KerT = 0. �

La inyectividad de aplicaciones lineales (KerT = {0}) tiene una consecuencia muy
importante sobre los conjuntos linealmente independientes.

Teorema 3.2. Si T : U → V es inyectiva, entonces {ui}ki=1 es `.i. en U ⇒ {T (ui)}ki=1

es l.i. en V .

Demostración. Sea la combinación lineal nula:
n∑
i=1

λiT (ui) = 0 ⇐⇒ T (
n∑
i=1

λiui) = 0

⇐⇒
n∑
i=1

λiui ∈ KerT = {0} ⇐⇒
n∑
i=1

λiui = 0

Como {ui}ni=1 es `.i., λi = 0, i = 1, ..., n. �

Se puede probar que en efcto esta propiedad caracteriza las aplicaciones lineales inyec-
tivas (hacerlo!).

Finalizamos está sección mencionando un ejemplo interesante: Rn+1 ∼= Pn(R). En efecto,
sea
T : Rn+1 → Pn(R) tal que: 

a0
a1
...
an

 7→
n∑
i=0

aix
i ∈ Pn(R)

Es fácil verificar que T es lineal.
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Gúıa de Ejercicios

1. El objetivo de este ejercicio es formalizar la técnica mencionada en la tutoŕıa para
extraer, de un conjunto generador de un cierto subespacio vectorial, una base. Esto
en el contexto de Rn.

Considere v1, . . . , vm ∈ Rn y U = 〈{v1, . . . , vm}〉. Sea además la matriz A, escrita por
columnas como A = (v1, . . . , vm) ∈ Mnm(R). Denotamos por vij a la coordenada i
del vector j y, por ende, a la componente (i, j) de A.

Escalonando la matriz A, se obtiene:

Ã =



ṽ11 ṽ12 · · ·
0 0 · · · 0 ṽ2j2

0 0
. . .

0 ṽkjk ṽk(jk+1) · · ·
0 0 · · · 0 ṽ(k+1)jk+1

0 0
. . .

0 ṽljl · · · ṽlm

0 0 · · · 0
...

...



Los coeficientes encerrados en un rectángulo

(
ṽkjk

)
son los pivotes de la matriz

escalonada. Notamos por ṽj a la columna j de la matriz Ã.

(a) Demuestre que el conjunto de vectores {v1, vj2 , . . . , vjl}, es decir las columnas
correspondientes a los pivotes, es un conjunto l.i.
Indicación: Estudie qué sucede si en la matriz original A sólo hubiese puesto
los vectores v1, vj2 , . . . , vjl .

(b) Pruebe que las columnas de Ã que no contienen pivotes, que están entre la del
pivote k y la del k+ 1 (es decir ṽjk+1, . . . , ṽjk+1−1), son combinación lineal de los
vectores ṽ1, ṽj2 , . . . , ṽjk .
Indicación: Use inducción en k.

(c) Dado un conjunto de vectores {u1, . . . , um} ∈ Rn y una matriz invertible
E ∈Mnn(R), demuestre que:

u ∈ Rn es combinación lineal de
u1, . . . , um

⇐⇒ Eu ∈ Rn es combinación lineal de
Eu1, . . . , Eum

(d) Use el resultado anterior para probar que, las columnas de A que no están
asociadas a pivotes, entre la columna del pivote k y la del k + 1 (es decir
vjk+1, . . . , vjk+1−1), son combinación lineal de los vectores v1, vj2 , . . . , vjk .

(e) Concluya que {v1, vj2 , . . . , vjl} es base de U .

2. Sea un conjunto de vectores v1, . . . , vm ∈ Rn, con U = 〈{v1, . . . , vm}〉 y dim(U) < n.
Muestre que, construyendo la matriz A del Ejercicio 1, “aumentándola” con la iden-
tidad en Mnn(R) (es decir (A|I)) y aplicando el mismo procedimiento, se consigue:
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Extraer una base de U , desde {v1, . . . , vm}.
Extender dicha base a una base de Rn.

3. Sea U el subespacio vetorial de R3 generado por el conjunto
{(

1
0
1

)
,
(

1
−1
2

)
,
(

1
1
0

)}
.

Extraiga una base de U y extiéndala a una base de R3.

Gúıa de Problemas

P1. Sea P3(R) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 3 con coeficientes
reales. Se define la transformación T : P3(R)→ P3(R) por:

T (a0 + a1x+ a2x
2a3x

3) = a0 + (2a1 + a2)x+ (2a2 + a3)x
2 + 2a3x

3.

(a) Probar que T es una transformación lineal.

(b) Probar que T es una transformación biyectiva.

(c) Si id es la transformación identidad del espacio vectorial P3(R) pruebe que
T − 2id, (T − 2id)2, (T − 2id)3 y T − id son transformaciones lineales.
Indicación: Recuerde que dada una función f , fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

k veces

.

(d) Encontrar bases y dimensión de Ker(T − 2id), Ker(T − 2id)2 y Ker(T − 2id)3.

(e) Probar que P3(R) = Ker(T − 2id)2 ⊕Ker(T − id).

P2. (a) Considere la función T : R4 →M22(R) definida por

T
( x
y
z
w

)
=

(
x y + w

2x+ 2y + z + w x+ y + z

)
.

(1) Demuestre que T es función lineal.

(2) Determine bases y dimensiones para Ker(T ) e Im(T ).

(b) Dada la transformación lineal L : R3 → R2 se sabe que:

Ker(L) =

〈
1

0
0

 ,

1
1
0


〉

y L

1
1
1

 =

(
1
−1

)
.

Encuentre en términos de x1, x2 y x3, los valores de y1 y y2 que satisfacen

L
(
x1
x2
x3

)
= ( y1y2 ).

P3. Sean V , W e. v.’s sobre R. En V ×W se definen la suma y ponderación por escalar
aśı:

(v, w) + (v′, w′) = (v + v′, w + w′) , ∀(v, w), (v′, w′) ∈ V ×W ,

λ(v, w) = (λv, λw) , ∀(v, w) ∈ V ×W ,∀λ ∈ R .

Con estas operaciones V ×W es un espacio vectorial sobre R (no lo pruebe).

Dada una función f : V → W se define su gráfico por

Gf = {(v, w) ∈ V ×W : w = f(v)} .
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(a) Pruebe que f es lineal śı y sólo si Gf es subespacio vectorial de V ×W .

(b) Pruebe que {0V } ×W es sub–espacio vectorial de V ×W .
Nota: 0V denota el neutro aditivo de V .

(c) Sea f : V → W lineal. Pruebe que Gf ⊕ ({0V } ×W ) = V ×W .
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SEMANA 9:

Ingeniería Matemática

Transformaciones lineales

3.6 Teorema del Núcleo-Imagen (TNI)

El propósito de está sección es probar el siguiente teorema.

Teorema 3.3 (Núcleo-Imagen). Sean U, V espacios vectoriales sobre un cuerpo K,
T : U → V una transformación lineal, dimU <∞. Entonces:

dimU = dim KerT + dim ImT.

Demostración. Daremos una demostración constructiva de este teorema. Sea {u1, ..., uν}
una base de KerT . Completemos esta base a una base de U

βU = {u1, ..., uν , uν+1, ..., un}.

Probaremos que β′ = {T (uν+1), ..., T (un)} es base de ImT . Sea v ∈ ImT es decir v ∈ V
y existe u ∈ U T (u) = v. Como βU es base de U se tendrá que

u = α1u1 + ....+ ανuν + αν+1uν+1 + ....+ αnun,

de donde
v = T (u) = αν+1T (uν+1) + ....+ αnT (un),

pues T (u1) = ... = T (uν) = 0. Es decir v es combinación de los elementos de β′.
Probemos ahora que son l.i., para ello consideremos

αν+1T (uν+1) + ....+ αnT (un) = 0.

Como T (αν+1uν+1 + .... + αnun) = αν+1T (uν+1) + .... + αnunT (un) = 0 se deduce que
el vector αν+1uν+1 + ....+ αn ∈ KerT pero entonces existen escalares λ1, ..., λν tal que

αν+1uν+1 + ....+ αnun = λ1u1 + ....+ λνuν ,

o equivalentemente

λ1u1 + ....+ λνuν − αν+1uν+1 − ...− αnun = 0

Como los vectores u1, ..., un son `.i. se deduce en particular que

αν+1 = ... = αn = 0,
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y por lo tanto β′ = {T (uν+1), ..., T (un)} es base de ImT . Pero entonces tenemos

dimU = n = ν + (n− ν) = dim KerT + dim ImT.

�

Es directo del TNI que: si dimU = n, y el rango de T es n se tiene dim KerT = 0, es
decir T es inyectiva. Otra aplicación directa es

Teorema 3.4. Sea T : U → V aplicación lineal.

1. Si dimU = dimV entonces

T inyectiva ⇐⇒ T epiyectiva ⇐⇒ T biyectiva.

2. Si dimU > dimV T no puede ser inyectiva.

3. Si dimU < dimV T no puede ser epiyectiva.

4. Como conclusión de (2) y (3)

U isomorfo a V ⇐⇒ dimU = dimV.

Demostración. Probemos sólo (2), el resto queda de ejercicio. Del TNI se tiene que

dimU = dim KerT + dim ImT < dimV,

como dim KerT ≥ 0 se concluye que

dim ImT < dimV,

y por lo tanto ImT es un s.e.v. estrictamente más pequeño que V , es decir T no puede
ser epiyectiva.

Es importante señalar que en (1c), la implicancia ⇒ es consecuencia de (2) y (3),
mientras que ⇐ se obtiene del hecho de que todo espacio de dimensión finita n es
isomorfo a Kn (ver ejemplo anterior a la Definición 3.2). �

Ejercicio 3.2: Probar que si T : U → V es lineal y W es un subespacio de U
entonces

1. T (W ) es subespacio de V.

2. dimT (W ) ≤ dimU .

3. Si T es inyectiva dimT (W ) = dimW .
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3.7 Matriz Representante de una Transformación Lineal

Vimos anteriormente que, dado un e.v V sobre K, dimV = n, se teńıa V ∼= K
n. Esto

nos permite “llevar” el trabajo de cualquier espacio de dimensión finita a un espacio
de n-tuplas. Trataremos de extender esto para transformaciones lineales, reemplazando
estas (en un sentido que precisaremos) por matrices.

Sean U, V espacios vectoriales sobre un cuerpo K, dimU = p, dimV = q. Sean βU =
{u1, ..., up}, βV = {v1, ..., vq} bases de U y V respectivamente. Consideremos finalmente
una transformación lineal T : U → V .

Sabemos que T queda completamente determinada por su acción sobre la base βU

T (uj) =

q∑
i=1

aijvi 1 ≤ j ≤ p

o bien,

T (u1) = a11v1 + a21v2 + ...+ aq1vq

T (u2) = a12v1 + a22v2 + ...+ aq2vq
...

T (up) = a1pv1 + a2pv2 + ...+ aqpvq

Es claro que la información importante que define T está contenida en las coordenadas,
(a1j, a2j, ..., aqj) de cada vector T (uj), con respecto a la base βV , en el espacio de llegada.
Esta información la guardamos en una matriz de q filas y p columnas, denominada
matriz representante de T , con respecto a las bases βU y βV :

MβUβV (T ) =


a11 a12 ... a1p
a21 a22 ... a2p

...
...

...
aq1 aq2 ... aqp

 ∈Mqp(K)

donde, q = dimU, p = dimV .

En la columna j-ésima de esta matriz, aparecen las coordenadas del vector T (uj) con
respecto a la base βV :

A•j =


a1j
a2j
...
aqj

 =⇒ T (uj) =

q∑
i=1

aijvi
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Observación: Una pregunta interesante es: ¿Qué sucede con esta matriz si cam-
biamos las bases?. Esto lo responderemos en breve.

Ejemplo 3.2.
Sea T : R4 → R3, definida por

T (x) =

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1



x1
x2
x3
x4

 .

Consideremos β = βU = {e1, e2, e3, e4}, base canónica de R4,

β′ = βV =
{(

1
1
0

)
,
(

1
0
1

)
,
(

0
1
1

)}
base de R3. Se tiene entonces:

T (e1) = T

(
1
0
0
0

)
=
(

1
0
0

)
=

1

2

(
1
1
0

)
+

1

2

(
1
0
1

)
− 1

2

(
0
1
1

)
T (e2) = T

(
0
1
0
0

)
=
(

1
1
0

)
= 1

(
1
1
0

)
+ 0

(
1
0
1

)
+ 0

(
0
1
1

)

T (e3) = T

(
0
0
1
0

)
=
(

0
1
1

)
= 0

(
1
1
0

)
+ 0

(
1
0
1

)
+ 1

(
0
1
1

)
T (e4) = T

(
0
0
0
1

)
=
(

0
0
1

)
= −1

2

(
1
1
0

)
+

1

2

(
1
0
1

)
+

1

2

(
0
1
1

)
de donde:

Mββ′(T ) =


1
2

1 0 −1
2

1
2

0 0 1
2

−1
2

0 1 1
2

 ∈M34(R)

Tomemos ahora, en R3, la base canónica, β′ =
{(

1
0
0

)
,
(

0
1
0

)
,
(

0
0
1

)}
:

T (e1) =
(

1
0
0

)
= 1e′1 + 0e′2 + 0e′3

T (e2) =
(

1
1
0

)
= 1e′1 + 1e′2 + 0e′3

T (e3) =
(

0
1
1

)
= 0e′1 + 1e′2 + 1e′3

T (e4) =
(

0
0
1

)
= 0e′1 + 0e′2 + 1e′3

Luego,

Mββ′(T ) =

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
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¡Sorpresa!, esta matriz representante no sólo es distinta de la anterior, sino que co-
rresponde a la matriz que define T en forma natural. Conclúımos entonces que: la
matriz representante depende de las bases elegidas y que la matriz representante con
respecto a las bases canónicas es la matriz asociada a T . Esto último lo podemos
verificar en el caso general:

Consideremos TA : Kp → K
q

x 7→ Ax, A ∈Mqp(K)

Sea β = {e1, ..., ep} la base canónica de Kp y β′ = {e′1, ..., e′q} la base canónica de Kq.

Se tiene entonces:

TA(ej) = Aej =

a11... a1j... a1p
...

...
...

aq1... aqj... aqp




0
...
1
...
0

 =


a1j
a2j
...
aqj


o bien:

TA(ej) = a1je
′
1 + ...+ aqje

′
m =

q∑
i=1

aije
′
i

de donde conclúımos Mββ′(TA) = A.

Veamos ahora como interactuan T y M = Mββ′(T ). Sea u ∈ U , entonces

u = α1u1 + ...+ αpup,

y por lo tanto T (u) =
∑p

j=1 αjT (uj) pero T (uj) =
∑q

i=1mijvi y por lo tanto

T (u) =

p∑
j=1

αj

q∑
i=1

mijvi =

q∑
i=1

(

p∑
j=1

αjmij)vi.

Aśı las coordenadas de T (u) con respecto a β′ son

p∑
j=1

αjm1j, . . . ,

p∑
j=1

αjmqj,

y por lo tanto si α = (α1, ..., αp) son las coordenadas de u entonces Mα son las de T (u).
Esto permite trabajar con M en vez de T .

Ya tenemos una matriz que representa T , ahora deseamos “olvidarnos” de T y trabajar
sólo con un representante matricial. Para hacer esto, en algebra acostumbramos esta-
blecer una isomorf́ıa, en este caso, entre el espacio vectorial de todas estas matrices,
Mqp(K), y aquél de todas las transformaciones lineales. Para ello definamos primero
este último espacio.
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Definición Sea U, V espacios vectoriales sobre K, de dimensiones dimU = p y
dimV = q respectivamente.
Definimos

LK(U, V ) = {T : U → V | T es transformación lineal }

Es directo que LK(U, V ), dotado de las operaciones:

(λT )(x) = λT (x), ∀λ ∈ K,∀T ∈ LK(U, V )

(T + T ′)(x) = T (x) + T ′(x), ∀T, T ′ ∈ LK(U, V )

es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Tenemos entonces la propiedad buscada:

LK(U, V ) ∼= Mqp(K)

En efecto, sean βU , βV bases de U y V respectivamente y definamos la función.

ϕ : LK(U, V )→Mqp(K)

T → ϕ(T ) = MβUβV (T )

Es decir, a una transformación lineal arbitraria le asociamos su matriz representante
con respecto a las bases βU y βV .

1. ϕ es una transformación lineal. Sean βU = {u1, ..., up}, βV = {v1, ..., vq},
T, L ∈ LK(U, V ), A = MβUβV (T ), B = MβUβV (L).

Calculemos ϕ(T + L) = MβUβV (T + L).

(T + L)(uj) = T (uj) + L(uj) =

=

q∑
i=1

aijvi +

q∑
i=1

bijvi =

q∑
i=1

(aij + bij)vi

Luego, la j-ésima columna de MβUβV es el vector:a1j + b1j
...

aqj + bqj

 = A•j +B•j
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Se concluye entonces:

ϕ(T + L) = MβUβV (T + L) =

a11 + b11 · · · a1j + b1j · · · a1p + b1p
...

...
...

aq1 + bq1 · · · aqj + bqj · · · aqp + bqp


= A+B = MβUβV (T ) +MβUβV (L) = ϕ(T ) + ϕ(L)

De manera análoga se prueba que

ϕ(λT ) = MβUβV (λT ).

2. ϕ es biyección. Sean T ∈ Ker(ϕ) ⇐⇒ ϕ(T ) = MβUβV (T ) = 0 ∈Mqp(K)

⇐⇒ T (uj) = 0v1 + ...+ 0vq = 0.

Por otra parte, ∀u ∈ U, u =
p∑
j=1

αjuj, de donde

∀u ∈ U, T (u) =

p∑
j=1

αjT (uj) =

p∑
j=1

αj0 = 0,

concluyendo T ≡ 0, la transformación nula. Luego, ϕ es inyectiva.

Veamos la epiyectividad. Dada una matriz A = (aij) ∈ Mqp(K), le asociamos la

transformación lineal T , que a la base de U asocia: T (uj) =
q∑
i=1

aijvi. Es directo

que ϕ(T ) = Mqp(T ) = A, luego ϕ es epiyectiva. De (1) y (2) conclúımos que ϕ es
un isomorfismo.

Directamente, de este resultado se tiene: dimLK(U, V ) = dimMqp(K) = pq = dimU dimV .

Es decir, la dimensión del espacio de transformaciones lineales es finita y corresponde

al producto de las dimensiones de U y V .

En el contexto del resultado anterior ¿que relación existe entre la multiplicación de
matrices y la composición de funciones lineales?.

Veamos que sucede al componer dos transformaciones lineales. Sean T : U → V, y L :
V → W transformaciones lineales, luego L ◦ T : U → W es también lineal. Ahora bien,

sean dimU = p, dimV = q, dimW = r con bases βU = {ui}pi=1, βV = {vi}qi=1, βW =
{wi}ri=1, respectivamente. Supongamos además que MβUβV (T ) = B ∈Mqp(K),
MβUβV (L) = A ∈ Mpr(K). La pregunta es ¿cuál es la expresión de MβUβW (L ◦ T )? Los
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“datos” del problema son:

T (uk) =

q∑
j=1

bjkvj 1 ≤ k ≤ p

L(vj) =
r∑
i=1

aijwi 1 ≤ j ≤ q

Calculemos ahora:

(L ◦ T )(uk) = L(T (uk)) = L(

q∑
j=1

bjkvj) =

=

q∑
j=1

bjkL(vj) =

q∑
j=1

bjk(
r∑
i=1

aijwi)

=
r∑
i=1

(

q∑
j=1

aijbjk)wi 1 ≤ k ≤ p

obteniendo

MβUβW (L ◦ T ) =


q∑
j=1

a1jbj1 · · ·
q∑
j=1

a1jbjp

...
q∑
j=1

arjbj1 · · ·
q∑
j=1

arjbjp


= A ·B = MβV βW (L) ·MβUβV (T )

Hemos probado que la matriz representante de la composición de dos funciones lineales
L ◦ T , es el producto de las matrices representantes.

Una aplicación inmediata de este resultado es

Ejercicio 3.3: T : U → V es una transformación lineal y β, β′ son bases de U y V
respectivamente entonces

1. T es invertible ssi Mββ′(T ) es una matriz invertible.

2. Si T es invertible,
(Mββ′(T ))−1 = Mβ′β(T−1).

Esto nos permite, cuando se estudian transformaciones lineales sobre espacios vectoria-
les de dimensión finita, trabajar directamente en la estructura matricial correspondiente,
sumando o multiplicando matrices.

En base a lo anterior se tiene el resultado siguiente:
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Teorema 3.5. Para toda matriz A ∈ Mnn(K), las propiedades siguientes son equiva-
lentes

1. A es invertible.

2. TA : Kn → K
n, v → TA(v) = Av es un isomorfismo.

3. El conjunto {A•j}nj=1 es base de Kn.

Demostración. Demostremos primero (2)⇔(3). Para ello recordemos que A es la
matriz representante de TA con respecto a las bases canónicas: TA(ej) = Aej = A•j.

2 ⇒ 3) Como TA es isomorfismo, es en particular inyectiva, luego {TA(ej)}nj=1 es `.i⇔
{A•j}nj=1 es `.i en Kn. Como dimKn = n, este conjunto es base.

3⇒ 2) Sabemos A•j = TA(ej) para 1 ≤ j ≤ n, luego {A•j}nj=1 base, es decir {TA(ej)}nj=1

es base de Kn, luego ImTA = 〈{TA(ej)}〉 = Kn. Del TNI se tiene:

dimKn = n = dim ImTA + dimKerTA, luego n = n+ dim KerTA,

entonces dim KerTA = 0 y por lo tanto KerTA = {0}.
Además las dimensiones de los espacios de partida y llegada son iguales, luego TA es
isomorfirmo.

(1)⇔(2) es consecuencia del Ejercicio 3.3, usando el hecho de que TA tiene a A como
matriz representante con respecto a las bases canónicas. �

3.8 Matriz de Pasaje o de Cambio de Base

Cuando definimos la matriz representante vimos que esta depend́ıa de las bases elegidas.
De esto surge el problema de la no unicidad de la representación: una misma transfor-
mación lineal tiene asociada más de una matriz, dependiendo de las bases escogidas.

Sea entonces V un espacio vectorial sobre K, dimV = n, sean β = {vi}i=1 y β′ = {v′i}ni=1

dos bases de V . Claramente, los vectores de β′ tienen una representación única en la
base β:

v′1 = p11v1 + p21v2 + ...+ pn1vn
...

...
...

v′j = p1jv1 + p2jv2 + ...+ pnjvn
...

...
...

v′n = p1nv1 + p2nv2 + ...+ pnnvn
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Denominamos matriz de pasaje o de cambio de base de β a β′ a la matriz:

P = Pββ′ = (pij) =

p11 · · · p1j · · · p1n
...

...
...

pn1 · · · pnj · · · pnn


cuya columna j-ésima corresponde a las coordenadas del vector v′j, de la “nueva” base
β′, con respecto a la “antigua” base β. Es fácil ver que está matriz es exactamente

Mβ′β(idV ),

es decir la matriz representante de la identidad de V, colocando como base de partida
β′ y de llegada β.

Por otra parte, sabemos que a un vector v ∈ V podemos asociarle de manera biunivoca
un vector α = (α1, ..., αn) ∈ Kn, correspondiente a sus coordenadas con respecto a la
base β. De manera análoga le podemos asociar α′ = (α′1, ..., α

′
n) ∈ Kn, sus coordenadas

con respecto a la base β′.

Se tiene entonces:

v =
n∑
j=1

α′jv
′
j =

n∑
j=1

α′j

(
n∑
i=1

pijvi

)
=

n∑
i=1

(
n∑
j=1

pijα
′
j

)
vi

Pero, además, v =
n∑
i=1

αivi.

Como la representación es única, conclúımos:

αi =
n∑
j=1

pijα
′
j 1 ≤ i ≤ n

matricialmente: α = Pα′.

Esta ecuación establece la relación entre las coordenadas de un mismo vector v ∈ V
con respecto a ambas bases. ¿Es posible “despejar” α′?. Śı lo es, y esto es equivalente a
probar que P es invertible. Pero por ser la matriz representante de un isomorf́ısmo es
entonces invertible. Además P−1 es la matriz de cambio de base de β′ a β: Mββ′(idV ).

Observación: Cabe hacer notar que la notación no es muy afortunada, pues la
matriz de cambio de base de β a β′ es Mβ′β(idV ) es decir hay que expresar los
vectores de β′ en función de los de β.

Estudiaremos ahora la relación que existe entre las distintas matrices representantes de
una misma transformación lineal. Esto lo deduciremos de la regla que tenemos para la
matriz representante de una composición de aplicaciones lineales. Sea T : U → V lineal
y consideremos cuatro bases:

β, β̃ bases de U

β′, β̃′ bases de V.
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La pregunta es ¿cómo se relacionan Mββ′(T ) y Mβ̃β̃′(T )?.

Todo sale de la observación
idV ◦ T ◦ idU = T,

y por lo tanto

Mβ̃β̃′(T ) = Mβ̃β̃′(idV ◦ T ◦ idU) = Mβ′β̃′(idV )Mββ′(T )Mβ̃β(idU). (3.5)

Es decir la nueva matriz representante de T es la antigua multiplicada por matrices de
cambio de base. La mejor forma de recordar esto es con un diagrama Recorremos este

U, β V, β′

V, β
′

U, β

T

idV

T

idU

diagrama de dos maneras distintas. para obtener la fórmula 3.5. Notemos que cuando
hacemos el recorrido por“abajo”el orden que aparecen las matrices es reverso: la matriz
más a la derecha en 3.5 es la que actua primero y aśı sucesivamente.

Las matrices A = Mββ′(T ) y B = Mβ̃β̃′(T ) están relacionadas por un par de matrices
invertibles que denotaremos por P,Q:

C = PAQ.

Diremos que entonces A y C son semejantes. Como ejercicio, probar que esta es una
relación de equivalencia. Un caso importante es cuando Q = P−1, es decir

C = PAP−1.

En este caso especial diremos que A y C son similares. Esta también es una relación
de equivalencia.

Se tiene que a diferencia de la semejanza no es fácil saber cuándo dos matrices son
similares. Parte de este problema la estudiaremos en el próximo caṕıtulo.

3.9 Rango de una matriz y forma de Hermitte

Dada una matriz A ∈ Mqp(K) definimos el rango de A, como el rango de la transfor-
mación lineal T (x) = Ax. Denotaremos por r(A) el rango de A. Aśı r(A) es la dimensión
de la imagen de A.

Como Ax = x1A•1 + ...+ xpA•p si x = (x1, ..., xp), entonces la imagen de A es generada
por las columnas de A esto es:

ImA = 〈{A•1, ..., A•p}〉 ,

por lo tanto el rango de una matriz es el número máximo de columnas l.i.
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Ejercicio 3.4: Supongamos que A,B son semejantes es decir existen matrices in-
vertibles P,Q tal que A = PBQ. Probar que entonces que A y B tienen el mismo
rango:

r(A) = r(B).

Nuestro propósito es probar la rećıproca de lo anterior, esto es si dos matrices de igual
dimensión tienen el mismo rango entonces son semejantes. Para ello necesitaremos lo
que se llama la forma normal de Hermitte.

Consideremos A ∈ Mqp(K), ella induce de forma natural una aplicación lineal T me-
diante: T (x) = Ax. Es claro que A = Mββ′(T ) donde β, β′ son las bases canónicas de
K
p y Kq respectivamente. Construiremos ahora dos nuevas bases. Comencemos por una

base de KerA: {u1, ..., uν}, y extendámosla a una base de Kp

β̃ = {w1, ..., wr, u1, ..., uν}.

Notemos dos cosas: primero que hemos dado un orden especial a esta base donde los
vectores que agregamos van al principio; y segundo que del teorema del núcleo imagen
p = dimKp = dim ImA+ dim KerA y por lo tanto necesitamos agregar tanto vectores
como rango de A es decir r = r(A). Tomemos ahora X = {v1, . . . , vr} donde vi =
Awi, i = 1, . . . , r. Probaremos que X es un conjunto l.i.. En efecto si

λ1v1 + . . .+ λrvr = 0,

se tendrá que

0 = λ1Aw1 + . . .+ λrAwr = A(λ1w1 + . . .+ λrwr),

es decir el vector λ1w1 + . . . + λrwr está en el KerA. Como lo hemos hecho ya varias
veces de aqúı se deduce que los coeficientes deben ser cero. En efecto, por estar en el
KerA se debe tener que

λ1w1 + . . .+ λrwr = α1u1 + . . .+ ανuν ,

lo que implica que

λ1w1 + . . .+ λrwr − α1u1 − . . .− ανuν = 0,

y como los vectores son l.i. se tiene que λ1 = · · · = λr = 0.

Extendamos ahora X a una base de Kq

β̃′ = {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vq},
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y calculemos la matriz representante de T con respecto a estas nuevas bases:

Aw1 = v1 = 1v1 + 0v2 + . . .+ 0vr + 0vr+1 + . . .+ 0vq

Aw2 = v2 = 0v1 + 1v2 + . . .+ 0vr + 0vr+1 + . . .+ 0vq
...

Awr = vr = 0v1 + 0v2 + . . .+ 1vr + 0vr+1 + . . .+ 0vq

Au1 = 0 = 0v1 + 0v2 + . . .+ 0vr + 0vr+1 + . . .+ 0vq
...

Auν = 0 = 0v1 + 0v2 + . . .+ 0vr + 0vr+1 + . . .+ 0vq,

por lo tanto la matriz representante es:

Mβ̃β̃′(T ) =

(
Ir 0
0 0

)
,

donde Ir es una identidad de tamaño r y el resto son matrices de ceros de las dimensiones
apropiadas. Usualmente esta matriz se denota por H y se le conoce como la forma
normal de Hermitte. Usando el teorema de cambio de base se encuentra que existen
matrices invertibles P,Q tal que

A = PHQ.

Por otro lado si A,B ∈ Mqp(K) tienen el mismo rango entonces se demuestra que
existen matrices invertibles P,Q,R, S tal que

A = PHQ, B = RHS, y por lo tanto A = PR−1BS−1Q,

como PR−1, S−1Q son invertibles se deduce que A,B son semejantes.

El rango de una matriz es el número máximo de columnas l.i., pero que hay del número
máximo de filas l.i., o lo que es lo mismo, el rango de At. Veremos acontinuación que

r(A) = r(At).

Usando la forma normal de Hermite, se deduce que existen matrices invertibles P,Q tal
que

A = PHQ =⇒ At = QtH tP t,

que es la forma normal de Hermite para At. Además es claro que r(H) = r(H t), pero
entonces r(A) = r(H) = r(H t) = r(At). En particular se concluye que r(A) ≤ mı́n(p, q).

Un problema que se nos presenta es saber si hay una forma “fácil” de calcular el rango
de una matriz. La respuesta es si, y se obtiene mediante escalonamiento. Notemos que
la matriz escalonada de A que usualmente se denota Ã, tiene el mismo rango que A
pues estas dos matrices son semejantes. En efecto Ã se obtiene por premultiplicación de
A por matrices elementales que son invertibles. Pero el rango de Ã es fácil de calcular,
pues tiene tantas filas l.i. como filas no nulas tenga, y esto debido a la forma triangular
de Ã. Por lo tanto el rango de A es el número de filas no nulas en Ã.
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Tomemos, por ejemplo, el escalonamiento siguiente:

A =


1 1 1 1 1 0 0
−1 1−1 1 1 0 1

0 1 1 1−1 0 1
0−1−1−1 1 1 0
−1 1−1 1 1 0 1

 −→ Ã =


1 1 1 1 1 0 0
0 2 0 2 2 0 1
0 0 1 0−2 0 1

2

0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0

 ,

Ejercicio 3.5: Probar que r(AB) ≤ r(A) y por lo tanto

r(AB) ≤ mı́nimo (r(A), r(B)).
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Gúıa de Ejercicios

1. Sea T : U → V una transformación lineal. Pruebe que

(a) Si dimU = dimV entonces

T inyectiva ⇐⇒ T epiyectiva ⇐⇒ T biyectiva.

(b) Si dimU < dimV T no puede ser epiyectiva.

(c) U isomorfo a V ⇐⇒ dimU = dimV.

2. Probar que si T : U → V es lineal y W es un subespacio de U entonces

(a) T (W ) es subespacio de V.

(b) dimT (W ) ≤ dimU .

(c) Si T es inyectiva dimT (W ) = dimW .

3. T : U → V es una transformación lineal y β, β′ son bases de U y V respectivamente
entonces

(a) T es invertible ssi Mββ′(T ) es una matriz invertible.

(b) Si T es invertible,
(Mββ′(T ))−1 = Mβ′β(T−1).

Gúıa de Problemas

P1. SeanM22(R) el espacio vectorial de las matrices de 2×2 a coeficientes reales sobre
el cuerpo R. Sea P2(R) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o
igual a 2 a coeficientes reales sobre el cuerpo R. Sea

T :M22(R) −→ P2(R)
( a bc d ) 7−→ T (( a bc d )) = (a+ d) + (b+ c)x+ (a+ b+ 2c+ d)x2.

(a) Demuestre que T es una transformación lineal.

(b) Sean la bases de M22(R) y P2(R) siguientes:

βM = {( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
1 0 ) , ( 0 0

0 1 )} , βP = {1, x, x2}.

Encuentre la matriz representante de T con respecto a las bases βM y βP .

(c) Sean la bases de M22(R) y P2(R) siguientes:

β′M = {( 1 0
0 1 ) , ( −1 0

0 1 ) , ( 0 1
1 0 ) , ( 0 1

−1 0 )} , β′P = {1 + x, x+ x2, 1 + x2}.

Encuentre la matriz representante de T con respecto a las bases β′M y β′P .

(d) Calule la dimensión del Núcleo y la dimensión de la Imagen de T .
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P2. Considere las funciones lineales f y g tales que

f : M22(R)→ R3 y
g : R3 −→ R2

x 7−→ g(x) =
(
x1+x2−x3
2x1+x3

)
.

y las bases

B1 =

{(
1 2
3 4

)
,

(
1 0
−1 2

)
,

(
0 3
0 −1

)
,

(
2 5
2 −4

)}
de M22(R)

y

B2 =


 2

1
−1

 ,

0
1
3

 ,

 1
−2
1

 de R3

Sea A =
(

1 1 1 1
−2 0 0 1
2 1 1 −1

)
la matriz representante de la función f con respecto a las

bases B1 en M22(R) y B2 en R3.

(a) Encuentre la matriz representante de B de la función g con respecto a las
bases canónicas de R3 y R2 respectivamente.

(b) Obtenga la matriz representante de g ◦f con respecto a la base B1 enM22(R)
y a la base canónica de R2.

P3. Sea T : V → V una aplicación lineal con V espacio vectorial de dimensión finita.
Demuestre que

V = Ker(T )⊕ Im(T ) ⇐⇒ Ker(T 2) = Ker(T ).

P4. Sea β = {1, x, x2} la base canónica del espacio P2(R). Considere

Q =

0 1 3
1 0 0
1 0 1

 .

(a) Encuentre la base β′ de P2(R) tal que Q sea representante de la identidad de
P2(R) con β′ en P2(R)con β. Si le sirve, si denotamos por [p]β el vector de
coordenadas de p con respecto a la base β,

[p]β = Q[p]β′ ∀p ∈ P2(R).

(b) Sea T : P2(R) → R3 la transformación lineal cuya matriz representante con
respecto a las bases β en P2(R) y canónica en R3 es la matriz

A =

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 .

Calcule la matriz representante de T con respecto a las bases β′ en P2(R) y
canónica en R3, donde β′ es la base encontrada en (a).
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SEMANA 10:

Ingeniería Matemática

Valores y Vectores Propios

4.1 Definiciones básicas

En esta sección abordaremos el problema de saber cuándo para una aplicación lineal
L : Rn → Rn, es posible encontrar una base B con respecto a la cual la matriz represen-
tante de L sea diagonal. En forma equivalente, ¿cuándo una matriz A de n× n puede
descomponerse de la forma

A = PDP−1 con D diagonal ? (4.1)

Este problema de naturaleza puramente algebraica, tiene muchas aplicaciones en otras
ramas de la Matemática, por ejemplo en Ecuaciones Diferenciales, Estad́ıstica, etc.

Tal vez el teorema más importante de este caṕıtulo es el que dice que toda matriz
simétrica puede representarse en la forma (4.1).

Comenzamos con las nociones de valores y vectores propios de una aplicación lineal
L : V → V donde V es un espacio vectorial sobre K(K = R ó C).

Definición (Vector y valor propio) Diremos que x ∈ V es un vector pro-
pio de L si:

(i) x 6= 0

(ii) ∃λ ∈ K tal que L(x) = λx.

En este caso el valor λ ∈ K que satisface (ii) se denomina valor propio asociado a
x.

Diremos que x ∈ V \ {0} es un vector propio de A ∈ Mnn si es vector propio de la
aplicación lineal L dada por L(x) = Ax. Es decir

∃λ ∈ K, Ax = λx.

De la misma manera decimos que λ es valor propio de A.

Para la transformación lineal asociada a una matriz A mencionada anteriormente, se
tiene:
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Proposición 4.1. Dada A ∈Mnn(K), son equivalentes:

(i) ∃x 6= 0 Ax = λx.

(ii) ∃x solución no trivial del sistema (A− λI)x = 0.

(iii) Ker(A− λI) 6= {0}

(iv) A− λI no es invertible.

Necesitamos una forma fácil de determinar qué valores de λ ∈ K son valores propios.
Para ello seŕıa útil que la condición (iv) pudiera expresarse como una ecuación en λ.
Veremos que el cálculo de los valores propios se reduce a estudiar un polinomio de grado
n cuyos coeficientes dependen de la matriz A.

Con este objetivo introduciremos una aplicación llamada determinante, que a cada
matriz cuadrada A con coeficientes en K le asigna un elemento de K.

Para ello primero definiremos Aij la submatriz de A que se obtiene a partir de A
eliminado la fila i y la columna j.

Ejemplo 4.1.

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 A11 =

(
5 6
8 9

)
.

Con esto podemos definir el determinante de una matriz por un procedimiento inductivo
de la siguiente forma.

Definición (Determinante) Definimos el determinante de A como

(i) Si A es de 1× 1 |A| = a donde A = a.

(ii) Si A es de n× n |A| =
n∑
i=1

(−1)i+1ai1|Ai1|.

Aśı, si A =

(
a b
c d

)
, entonces |A| = a11|A11| − a21|A21| = ad− cb.

Ejercicio 4.1: Obtener la fórmula para una matriz de 3× 3.

A continuación daremos las propiedades más importantes de la función determinante,
sin dar demostraciones, las cuales se presentan (por completitud) en el Apéndice.
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Proposición 4.2. Se tienen las siguiente propiedades:

1. El determinante es una función lineal de las filas de A es decir

∀t ∈ K, x, y ∈ Kn :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


A1•

...
tx+ y

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


A1•

...
x
...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


A1•

...
y
...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. Si B se obtiene de A permutando dos filas entonces |A| = −|B|.

3. Si A tiene dos filas iguales |A| = 0.

4. |I| = 1 donde I es la identidad.Si A es triangular superior entonces |A| =
n∏
i=1

aii.

5. Si a la fila i de la matriz A le sumamos la fila j ponderada por t entonces el
determinante no cambia. Es decir

Si B =



A1•
...

Ai−1•
Ai• + tAj•

...
An•


donde i 6= j y A =



A1•
...

Ai−1•
Ai•

...
An•


entonces |B| = |A|.

6. Si Ã = (ãij) es una versión escalonada de A y Nσ, el número de permutaciones
de filas realizadas para escalonar A. Entonces:

|A| = (−1)Nσ · |Ã| = (−1)Nσ
n∏
i=1

ãii.

7. A es invertible si y sólo si |A| 6= 0.

8. Una permutación del conjunto {1, 2, ..., n} es una función σ : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n},
biyectiva. Se suele usar la notación σ =

(
1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

)
.

Dada σ una permutación del conjunto {1, 2, ..., n}, se define signo(σ) =

∣∣∣∣∣∣
 eσ(1)

eσ(2)

...
eσ(n)

∣∣∣∣∣∣
donde e1, ..., en son las filas de la matriz identidad. De (2) y (4) se obtiene que
signo(σ) ∈ {−1, 1}. Se tiene además |A| =

∑
σ

signo(σ) a1σ(1)a2σ(2)...anσ(n) donde

la suma se extiende sobre todas las n! permutaciones de {1, ..., n}.

9. |AB| = |A||B|.

10. Si A es invertible entonces |A−1| = 1/|A|.
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11. |A| = |At|. Además de (4) si A es triangular inferior entonces |A| =
n∏
i=1

aii.

12. Para cualquiera i0, j0 ∈ {1, . . . , n} fijos, se tiene:

|A| =
n∑
i=1

(−1)i+j0aij0|Aij0 | (Cálculo de |A|, usando la columna j0)

|A| =
n∑
j=1

(−1)i0+jai0j|Ai0j| (Cálculo de |A|, usando la fila i0)

La propiedad (7) nos dice que λ es valor propio de A si y sólo si |A − λI| = 0. Esta
ecuación es un polinomio de grado n en λ.

En efecto, usando la formula (8) se tiene

|A− λI| =
∑
σ

signo (σ)
n∏
i=1

(A− λI)iσ(i)

si σ es la permutación identidad tendremos

signo (σ)
n∏
i=1

(A− λI)iσ(i) =
n∏
i=1

(aii − λ) = (−1)nλn + q(λ)

donde q(λ) es un polinomio de grado ≤ n− 1.

Si σ es distinta de la permutación identidad se tendrá que existe un ı́ndice i ∈ {1, ..., n}
tal que i 6= σ(i). De donde `(λ) = signo(σ)

n∏
i=1

(A − λI)iσ(i) = signo (σ)
∏

i:σ(i)=i

(aii −

λ)
∏

i:σ(i)6=i
aiσ(i) es un polinomio de grado ≤ n − 2 (este último producto debe contener

por lo menos dos términos ¿por qué?) y por lo tanto

|A− λI| = (−1)nλn + αn−1λ
n−1 + ...+ α1λ+ α0,

donde αn−1, . . . , α0 dependen de A. Por ejemplo evaluando en λ = 0 se tiene |A| = α0.

¿Cuánto vale el coeficiente de λn−1?.

4.2 Polinomio Caracteŕıstico

Definición (Polinomio caracteŕıstico) P (λ) = |A− λI| es llamado el poli-
nomio caracteŕıstico de A.
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Ejemplo 4.2.

A =

(
4 −5
2 −3

)
¿Cuáles son los valores propios de A?. Para ello estudiemos A− λI.

A− λI =

(
4 −5
2 −3

)
−
(
λ 0
0 λ

)
=

(
4− λ −5

2 −3− λ

)
pero entonces 0 = |A−λI| = −(4−λ)(3+λ)+10 = −(12+λ−λ2)+10 = λ2−λ−2.
Los valores propios son λ1 = 2, λ2 = −1.

Ejemplo 4.3.

A =

(
0 −1
1 0

)
|A− λI| =

∣∣∣∣(−λ −1
1 −λ

)∣∣∣∣ = λ2 + 1 = 0

no tiene solución en R, y por tanto A no tiene valores propios reales. Sin embargo
si el cuerpo donde estamos trabajando es C entonces A tiene dos valores propios.

Ejemplo 4.4.
Sea D(R) = { espacio de funciones infinitamente diferenciables de R→ R} se prueba
fácilmente que D(R) es un espacio vectorial sobre R.

Consideremos

L : D(R)→ D(R)

f 7→ Lf =
df

dt
,

es decir Lf es la función derivada de f .

Aśı por ejemplo si f(t) = tn, g(t) = cos(t) se tendrá Lf = ntn−1; Lg = −sen(t).
Estudiemos si L tiene vectores propios:

Lf = λf es decir df
dt

= λf . Esta es una ecuación diferencial y una solución es:
f(t) = ceλt.

Luego todo λ ∈ R es valor propio y un vector propio es ceλt, c 6= 0.

De la definición v es vector propio si v 6= 0 y existe λ ∈ K tal que Av = λv. Aśı, λ es
valor propio si y sólo si existe una solución no nula de la ecuación

(A− λI)v = 0
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Cualquier solución no nula de esta ecuación es entonces un vector propio de A con valor
propio λ.

Notemos que si v es vector propio también lo es 10v y en general αv para cualquier
α ∈ K, α 6= 0.

Además, si v es vector propio, el valor propio asociado es único. Supongamos que
L(v) = λ1v = λ2v entonces (λ1− λ2)v = 0 . Como v 6= 0 se tendrá λ1− λ2 = 0 y por lo
tanto λ1 = λ2.

Para cada valor propio λ de A, introduciremos el subespacio propio Wλ que corres-
ponde a Wλ = Ker(A−λI). Notar que este subespacio debe contener vectores no nulos,
pues λ es valor propio.

Si A y B son similares es decir si existe P invertible tal que A = PBP−1, entonces
los valores propios de A y B son los mismos y más aún, el polinomio caracteŕıstico es
el mismo. En efecto:

A− λI = PBP−1 − λPP−1 = P (B − λI)P−1

Entonces

|(A− λI)| = |(P (B − λI)P−1)|
= |P ||(B − λI)||P−1| pero |P−1| = 1/|P |
= |B − λI|

luego A y B tienen el mismo polinomio caracteŕıstico, por lo tanto tienen los mismos
valores propios.

Ejemplo 4.5.
Sea A =

(
4 −5
2 −3

)
Sabemos que los valores propios son λ1 = 2, λ2 = −1. Calculemos

los vectores propios asociados.

λ1 = 2 La ecuación de vectores propios es

(A− 2I)

(
x1
x2

)
=

(
2 −5
2 −5

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
La solución general es x1 = 5

2
x2 y su espacio propio es:

W2 = Ker(A− 2I) =

{(
x1
x2

)
| x1 =

5

2
x2

}
=

〈{(
5
2

1

)}〉
.

Aśı v es vector propio asociado a λ1 = 2 si y solo si v = α

(
5
2

1

)
α 6= 0.

Para λ2 = −1

A− (−1)I = A+I =

(
5 −5
2 −2

)
→
(

5 −5
0 0

)
, luego la solución general de la ecuación

(A+ I)x = 0 es: x1 = x2, y su espacio propio es

W−1 = Ker(A− (−1)I) = Ker(A+ I) =

〈{(
1
1

)}〉
.
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4.3 Demostración de las propiedades del determinante

Hemos definido el determinante de una matriz A de n × n en forma recursiva de la
siguiente manera | A |=

∑
j

(−1)j+1aj1 | Aj1 |, donde Ak` es la matriz de n−1×n−1, que

se obtiene de A eliminándole la fila k y la columna `. Probaremos ahora las propiedades
fundamentales de esta función. Varias de las propiedades pueden probarse por inducción,
dejaremos al lector la tarea de completar estas demostraciones.

1. Si

Ã =


a11 · · · a1n
...

ak1 + bk1 · · · akn + bkn
...
an1 · · · ann

 ,

entonces

|Ã| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


a11 · · · a1n
...
an1 · · · akn
...
an1 · · · ann



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


a11 · · · a1n
...
bk1 · · · bkn
...
an1 · · · ann



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|+ |B|.

Por hipótesis de inducción (sobre el tamaño de la matriz) se tiene

| Ãj1 |=| Aj1 | + | Bj1 | .

Además, | Ãk1 |=| Ak1 |, luego

| Ã |=
n∑
j=1

(−1)j+1ãj1|Ãj1| =
n∑
j=1
j 6=k

(−1)j+1aj1{| Aj1 | + | Bj1 |}+

(−1)k+1(ak+1 + bk+1) | Ak1 |=| A | + | B |

Análogamente se prueba que si

Ã =


a11 · · · a1n
...

...
tak1 · · · takn

...
an1 · · · ann

 ,
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entonces

| Ã |= t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


a11 · · · a1n
...
ak1 · · · akn
...
an1 · · · ann



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Aśı visto como función de las filas de A el determinante tiene la propiedad lineal
siguiente

∀x, y ∈ Kn, t ∈ K :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
A2•

...
tx+ y

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
A2•

...
x
...

An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
A2•

...
y
...

An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Es decir el determinante es lineal en cada una de las filas de la matriz. Si estamos
considerando matrices de dimensión n entonces diremos que el determinante es n-
lineal.

Probaremos simultáneamente por inducción las propiedades (2) y (3):

2. Si B se obtiene de A permutando dos filas entonces |B| = −|A|. Se dice que el
determinante es una función alternada.

3. Si A tiene dos filas iguales entonces |A| = 0. Supongamos que A tiene las filas i y j

iguales, es decir:

A =



A1•
...
X
...
X
...

An•


← i

← j
.

Cada matriz Ak1 tiene dos filas iguales a menos que k = i o k = j de donde | Ak1 |= 0
si k 6= i k 6= j. Por lo tanto ⇒ | A |= (−1)i+1ai1 | Ai1 | +(−1)j+1aj1 | Aj1 |.

Las matrices Ai1 y Aj1 de dimensión n − 1 × n − 1 son iguales excepto que la fila
X esta en distinta posición. En Ai1 esta en la fila j − 1. En Aj1 esta en la fila i. Aśı
podemos llegar de la matriz Ai1 a la matriz Aj1 mediante j − 1− i permutaciones.
Por cada permutación hay un cambio de signo en el determinante (de dimensión
n− 1). Luego | Ai1 |= (−1)j−1−i | Aj1 |. Además ai1 = aj1 ⇒
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| A | = ai1{(−1)i+1(−1)j−1−i | Aj1 | +(−1)j+1 | Aj1 |}
= {(−1)j − (−1)j}ai1 | Aj1 |= 0

Supongamos que Ã se obtiene de A permutando las filas i y j:

Ã =



A1•
...
Aj•

...
Ai•

...
An•


← i

← j
.

Tomemos

B =



A1•
...

Ai• + Aj•
...

Ai• + Aj•
...

An•


← i

← j
,

como B tiene dos filas iguales se deduce que

0 =| B |=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
...
Ai•

...
Ai• + Aj•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
...
Aj•

...
Ai• + Aj•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
...
Ai•

...
Ai•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
...
Ai•

...
Aj•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
...
Aj•

...
Ai•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
...
Aj•

...
Aj•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 + |A|+ |Ã|+ 0,

y por lo tanto

| Ã |= − | A |
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4. Sea In la identidad de n× n entonces |In| = 1. En efecto

|In| = 1|In−1| = 1.

De manera más general se prueba que si A es triangular superior entonces |A| =
n∏
i=1

aii, esto también es cierto para una triangular inferior pero lo probaremos más

tarde.

5. Si a la fila i le sumamos la fila j(i 6= j) amplificada por algún factor, entonces el
determinante no cambia. Sea

Ã =



A1•
...
Aj•

...
Ai• + tAj•

...
An•


← j

← i
,

entonces

| Ã |=| A | +t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



A1•
...
Aj•

...
Aj•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

← j

← i
=| A |

6. Las filas de A son l.d. ⇐⇒| A |= 0. Supongamos que las filas de A son l.d. es decir
∃λ1, ..., λn no todos nulos tal que λ1A1• + λ2A2• + ...+ λnAn• = 0 podemos suponer
sin pérdida de generalidad que λ1 6= 0

Ã =


λ1A1• + λ2A2• + · · ·+ λnAn•

A2•
...

An•

 =

=


0
A2•

...
An•

 = (−1)1+10· | Ã11 | +
n∑
j=2

(−1)j+1ãj1|Ãj1|,

pero para j ≥ 2 la primera fila de Ãj1 es cero luego las filas de Ãj1 son l.d., por tanto
| Ãj1 |= 0. Aśı | Ã |= 0. Además

0 = λ1|A|+ λ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


A2•
A2•

...
An•


∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+ λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


Ak•
A2•

...
An•


∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+ λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


An•
A2•

...
An•


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ1|A|,
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pero λ1 6= 0 y por lo tanto | A |= 0.

Si las filas son l.i. probaremos que |A| 6= 0. En efecto, mediante operaciones elemen-
tales sobre las filas de A (suma de filas y permutación de filas) se llega a

Ã =


ã11 ã12 · · · ã1n
0 ã22 · · · ã2n
... 0
...

...
. . .

0 0 0 0 ãnn


pero entonces | Ã |= ± | A |. Dado que | Ã |=

n∏
i=1

ãii 6= 0 (ver (4)), se concluye que

| A |6= 0.

Falta probar que |A| = |At|. Esta proposición no es fácil, para ello necesitamos la
siguiente fórmula:

7. |A| =
∑
σ

(signo σ) a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) donde la suma se extiende sobre todas las

permutaciones de {1, ..., n} y signo(σ) se define como

signo (σ) =

∣∣∣∣∣∣∣
eσ(1)...
eσ(n)


∣∣∣∣∣∣∣ ,

donde {e1, ...en} es la base canónica de Rn

Ejemplo 4.6.

σ =

(
1 2 3 · · · n
2 1 3 · · · n

)

eσ(1) = e2

eσ(2) = e1

eσ(i) = ei i ≥ 2

signo(σ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


0 1 0 · · · 0
1 0 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . . 0
1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3 | In−1 |= −1, luego signo (σ) = −1

El término asociado a esta permutación σ en la fórmula (7) es:

−1 a12a21a33a44...ann

Notemos que cada término de la fórmula (7) es el producto de una elemento por
fila y columna.
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Demostremos la fórmula. Dado que A1• = a11e1 + a12e2 + ...+ a1nen se tendrá

| A |=
n∑
k=1

a1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


ek
A2•

...
An•


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Análogamente A2• =
n∑̀
=1

a2`e`, luego

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


ek
A2•

...
An•


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

n∑
`=1

a2`

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


ek
e`
A3•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
`6=k

a2`

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


ek
e`
A3•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Por lo tanto

|A| =
∑
k 6=`

a1ka2`

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


ek
e`
Aj•

...
An•



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
k1,...,kn

todos
distintos

a1k1a2k2 ...ankn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


ek1
ek2
...
ekn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Esta suma es la suma sobre todas las permutaciones

σ =

(
1 2 · · · n
k1 k2 · · · kn

)
y

∣∣∣∣∣∣∣
ek1...
ekn


∣∣∣∣∣∣∣ = signo (σ),

lo que prueba la fórmula deseada. Notemos que lo que se uso en probar esta fórmula
es que el determinante es n-lineal y alternada. Por esto estudiaremos un poco como
son este tipo de funciones.

Supongamos que tenemos una función F que asigna a cada matriz cuadrada de n×n
un número de K, de manera que es n-lineal y alternada en las filas de la matriz,
entonces necesariamente:

F (A) = |A| · F (I)

donde F (I) ∈ K es el valor que toma para la identidad de tamaño n. Este resultado
dice que toda función n-lineal alternada debe ser un múltiplo del determinante. De
igual forma como lo hicimos para el determinante se prueba que

F (A) =
∑
σ

a1σ(1)...anσ(n)F

eσ(1)...
eσ(n)

 .
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Pero por ser F alternada se tendrá

F

eσ(1)...
eσ(n)

 = ±F (I)

el signo depende de si se necesitan un número par o impar de permutaciones para
llegar a la identidad pero ∣∣∣∣∣∣∣

eσ(1)...
eσ(n)


∣∣∣∣∣∣∣

es exactamente ±1 dependiendo de la paridad del número de intercambios necesarios
para llegar a la identidad. Luego, F (A) = F (I)

∑
j

signo (σ)a1σ(1)...anσ(n) = F (I)|A|.

8. |AB| = |A||B|
Sea

F : Mnn(K)→ K

A 7→ |AB|

probemos que F es n-lineal. En efecto

C1 =


A1•

...
X
...

An•

 C2 =


A1•

...
Y
...

An•



Ã =


A1•

...
X + Y

...
An•

 ÃB =


A1•B

...
XB + Y B

...
An•B

 ,

y por lo tanto

F (Ã) = |ÃB| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


A1•B

...
XB

...
An•B



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


A1•B

...
Y B

...
An•B



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |C1B|+ |C2B| = F (C1) + F (C2).

De igual forma se prueba que

F


A1•

...
tAi•

...
An•

 = tF


A1•

...
Ai•

...
An•

 .
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Si intercambiamos las filas i y j de A y definimos

Ã =



A1•
...
Aj•

...
Ai•

...
An•


← i

← j
ÃB =



A1•B
...

Aj•B
...

Ai•B
...

An•B


,

se tendrá |ÃB| = −|AB| por lo tanto F (Ã) = −F (A). Del resultado anterior
concluimos que F (A) = |A|F (I) pero F (I) = |IB| = |B| por lo tanto |AB| = |A||B|

9. Si A es invertible entonces

|A−1| = 1

|A|

en efecto, |A−1A| = |I| = 1 = |A−1| · |A| luego |A−1| = 1
|A| .

Proposición 4.3. Sean σ y σ′ dos permutaciones entonces signo(σ ◦σ′) = signo(σ)
signo(σ′).

Demostración. Sean

A =

eσ(1)...
eσ(n)

 B =

eσ′(1)...
eσ′(n)



C =

eσ◦σ′(1)...
eσ◦σ′(n)

 =

eσ(σ′(1))...
eσ(σ′(n))

 .

Si escribimos A en términos de sus columnas, tendremos que el 1 de la primera
columna se ubica en la posición k (fila k) que hace que σ(k) = 1, pero entonces
k = σ−1(1), por lo tanto A descrita por sus columnas es: A = (eσ−1(1)eσ−1(2)...eσ−1(n)).
Como

etjek =

{
0 j 6= k

1 j = k
, se tiene que la primera fila de BA tendrá la forma:

(BA)1j = etσ′(1)eσ−1(j) =

{
1 σ′(1) = σ−1(j)

0 si no
,
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es decir (BA)1• es un vector de la base canónica, lo que debemos averiguar es en
que posición tiene el ”1”, pero esto se deduce de la ecuación σ′(1) = σ−1(j) pues
entonces j = σ(σ′(1)) = σ ◦ σ′(1), luego (B · A)1• = eσoσ′(1). Aśı se obtiene:

BA =


eσ◦σ′(1)
eσ◦σ′(2)

...
eσ◦σ′(n)


Por lo tanto C = B · A, de donde |C| = |B||A| y entonces

signo(σ ◦ σ′)= signo(σ) signo(σ′). En particular signo(σ−1)= signo(σ) pues

signo(σ ◦ σ−1) = signo(id) = 1 = signo(σ) signo(σ−1),

donde id es la permutación identidad. �

10. Probemos ahora que |A| = |At|. En efecto:

|At| =
∑
σ

signo (σ) (At)1σ(1)(A
t)2σ(2) · · · (At)nσ(n)

=
∑
σ

( signo(σ))aσ(1)1, aσ(2) · · · aσ(n)n,

pero
n∏
i=1

aσ(i)i =
n∏
i=1

aiσ−1(i) lo que se obtiene reordenando el producto de acuerdo a

la primera coordenada. Luego

|At| =
∑
σ

(signo(σ))a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n).

Como signo(σ) = signo(σ−1) y la aplicación σ → σ−1 es una biyección se tiene:

|At| =
∑
ν

(signo(ν))a1ν(1) · · · a2ν(2) = |A|

Fórmula para A−1

Sea F : Mnn(K) → K F (A) =
n∑
i=1

(−1)i+jaij|Aij| que corresponde a desarrollar el

determinante de A por la columna j.

Se puede probar al igual que hicimos para el determinante que F es n-lineal y
alternada luego F (A) = |A| · F (I) pero F (I) = 1, por tanto F (A) = |A|. Además si
se usa |A| = |At| se prueba que se puede calcular |A| utilizando las filas de A esto

es: |A| =
n∑
j=1

(−1)i+jaij|Aij|

Si |A| 6= 0 definamos B mediante:
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bij =
1

|A|
(−1)i+j|Aji|.

Calculemos AB:

(AB)ij =
n∑
k=1

aikbkj =
n∑
k=1

(−1)k+j

|A|
aik|Ajk|.

Analicemos ahora dos casos:

1. j = i (AB)ii = 1
|A|

n∑
k=1

(−1)k+iaik|Aik| = 1

2. j 6= i (AB)ij =
n∑
k=1

(−1)k+j aik|A| |A
jk|, que corresponde al determinante de la siguiente

matriz, calculado usando la fila j

a11 · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · ain
...

...
...

ai1
|A| · · · ain

|A|
...

...
...

an1 · · · ann


← i

← j

Como las filas de esta matriz son l.d. se tiene
n∑
k=1

(−1)k+j
ajk
|A| |A

jk| = 0, y por tanto

AB = I lo que implica que
B = A−1.

Ejemplo 4.7.
Sea

A =

(
a b
c d

)
.

Se tendrá que

|A| = ad− bc
|A11| = d |A12| = c |A21| = b |A22| = a

A−1 =
1

|A|

(
d −c
−b a

)t
=

1

|A|

(
d −b
−c a

)
.
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Gúıa de Ejercicios

1. Suponga que A,B son semejantes, es decir, existen matrices invertibles P,Q tal que
A = PBQ. Pruebe que A y B tienen el mismo rango:

r(A) = r(B).

2. Probar que r(AB) ≤ r(A) y por lo tanto

r(AB) ≤ mı́nimo (r(A), r(B)).

3. Obtener la fórmula del determinante de una matriz de 3×3.

4. Demuestre que si A,B ∈Mnxn(R), entonces P (A ·B) = P (B ·A) si A es invertible,
y donde P (A) denota “el polinomio caracteŕıstico de A”

5. Determinar los valores y los vectores propios correspondientes a las matrices siguien-
tes:

2 1 0
0 2 0
0 0 3




3 0 1 0
0 3 0 0
0 1 3 0
0 0 0 3


 3 2 2
−2 1 −6
1 −1 4

 3 −2 1
2 1 −1
2 −6 4



Gúıa de Problemas

P1. (a) Pruebe que una matriz A ∈Mmn(K) tiene rango 1 si y sólo si existen u ∈ Km,
v ∈ Kn, ambos no nulos tales que A = uvt.

(b) Si α0, α1, ..., αn−1 ∈ R y n > 2, probar por inducción que el polinomio carac-
teŕıstico de la matriz

A =


0 0 ... 0 −α0

1 0 ... 0 −α1

0 1 ... 0 −α2
...

...
...

...
...

0 0 ... 1 −αn−1


es igual a: (−1)n(

n−1∑
k=0

αkλ
k + λn).

P2. Sean A,B ∈Mn,n(R) invertibles y α ∈ R, 0 < α < 1.

a) Sea PA−1B(·) el polinomio caracteŕıstico de A−1B. Pruebe que

|(αA+ (1− α)B)| = (1− α)n|A|PA−1B

(
α

α− 1

)
.
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b) Demueste que existe 0 < α < 1 tal que (αA+ (1− α)B) es invertible.

P3. Sean A,B matrices de n× n con coeficientes reales tales que AB = BA

a) Pruebe que si Bv 6= 0 y v es vector propio de A asociado a λ entonces Bv
también lo es.

b) Muestre que si v es vector propio de A perteneciente a un espacio propio de
dimensión 1, entonces v es vector propio de B.
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SEMANA 11:

Ingeniería Matemática

Valores y Vectores Propios

Sea L : Kn → K
n lineal y sea A la matriz representante de L con respecto a la base

canónica B. Supongamos que existe B′ = {v1, . . . , vn} base de vectores propios, es decir
B′ es una base de Kn y

∀i,∃λi ∈ K : Avi = λivi.

¿Cuál es la matriz representante de L con respecto a B′?

Av1 = λ1v1 = λ1v1 + 0v2 + · · ·+ 0vn

Av2 = λ1v2 = 0v1 + λ2v2 + · · ·+ 0vn
...

Avn = λnvn = 0v1 + 0v2 + · · ·+ λnvn

MB′B′(L) =


λ1 0 0

0 λ2
...

... 0
. . . 0

0 0 λn

 = D que es diagonal.

Además se tiene el diagrama

B′ B′

BB

D

P

A

P−1

Por lo tanto A = PDP−1

Algunas ventajas de conocer D:

(1) r(A) = r(D) = número de valores propios no nulos.

(2) |A| = |PDP−1| = |P ||D||P−1| = |D| =
n∏
i=1

λi.

(3) |A| 6= 0 entonces ∀i, λi 6= 0 y A−1 = PD−1P−1 donde

D−1 =

λ
−1
1 0

. . .

0 λ−1n

 .

111



En efecto,
A−1 = (PDP−1)−1 = (P−1)−1D−1P−1 = PD−1P−1,

pero D−1 =


1
λ1

0
. . .

0 1
λn


(4)

Am = (PDP−1)m = (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1)

= PDmP−1 = P

λ
m
1 0

. . .

0 λmn

P−1

Como hemos visto A = PDP−1 donde P = MB′B(idKn) es decir tenemos que expresar
los vectores propios en términos de la base canónica, y por lo tanto P = (v1, v2, . . . , vn),
donde los vectores vi son las columnas de P .

Definición (Matriz diagonalizable) Diremos que A ∈ Mnn(K) es diagona-
lizable si Kn admite una base de vectores propios de A.

Teorema 4.1. A es diagonalizable si y sólo si A es similar a una matriz diagonal.

Demostración.

(⇒) Hemos visto que si A es diagonalizable entonces

A = PDP−1 donde D =

λ1 0
. . .

0 λn


y P = (v1, . . . , vn). Luego A es similar a una diagonal.

(⇐) Supongamos que A es similar a una diagonal, es decir existe P invertible tal que
A = PDP−1. De manera equivalente:

AP = PD.

Si suponemos que P = (v1, . . . , vn) (notación por columnas) y D =

( d1 0

...
0 dn

)
, entoces

la igualdad anterior se escribe:

A(v1, . . . , vn) = (v1, . . . , vn)

( d1 0

...
0 dn

)
.
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Y por propiedades de la multiplcación de matrices esto equivale a:

(Av1, . . . , Avn) = (d1v1, . . . , dnvn).

Finalmente, la igualdad vista por columnas nos dice que ∀i ∈ {1, . . . , n} Avi = divi.
Es decir, los vectores v1, . . . , vn son vectores propios de A (son no nulos pues P es
invertibles), con valores propios respectivos d1 . . . , dn.

Además, son claramente una base de Kn, pues son las columnas de P que es invertible.
�

Teorema 4.2. Sea A ∈ Mnn(K) si {λi}i=1,...,k son valores propios de A distintos y
{vi}i=1...,k son vectores propios de A tal que Avi = λivi, entonces {vi}i=1,...,k es un
conjunto l.i.

Demostración. Por inducción sobre k. Para k = 1, la propiedad es obviamente cierta.
Supongamos

α1v1 + · · ·+ αkvk = 0, (4.2)

donde Avi = λivi y λi i = 1, . . . , k son todos distintos. Entonces

α1λ1v1 + · · ·+ αkλkvk = A(α1v1 + · · ·+ αkvk) = A0 = 0.

Multiplicado (4.2) por λk se tiene α1λkv1 + · · ·+ αkλkvk = 0. Luego

α1(λ1 − λk)v1 + · · ·+ αk−1(λk−1 − λk)vk−1 = 0

como {v1 . . . , vk−1} son l.i. se tiene αi(λi − λk) = 0 i = 1, . . . ., k − 1. Como λi 6= λk se
debe tener que αi = 0 i = 1, . . . , k − 1 y de (4.2) se concluye que αk = 0. �

Antes de seguir, veremos la extensión natural del concepto de suma directa de más
de dos subespacios vectoriales. Definamos primero, dados U1, U2, . . . , Uk s.e.v. de un
espacio vectorial V , la suma de ellos como:

k

+
i=1

Ui = U1 + U2 + · · ·+ Uk ,

{
v =

k∑
i=1

ui | ∀i ∈ {1, . . . , k}, ui ∈ Ui

}
.

Esto es claramente un s.e.v. de V .

Definición (Suma directa múltiple) Sea V espacio vectorial y U1, . . . , Uk
subespacios vectoriales de V . Decimos que el subespacio Z = +k

i=1 Ui es suma
directa de U1, . . . , Uk, notado Z =

⊕k
i=1 Ui = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk, si para todo

v ∈ Z, v se escribe de manera única como

v =
k∑
i=1

ui, con ui ∈ Ui, ∀i ∈ {1, . . . , k}.

Las siguientes propiedades se tienen de manera análoga al caso de dos subespacios:
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Proposición 4.4. Sea V espacio vectorial y Z,U1, . . . , Uk subespacios vectoriales de
V , entonces:

1. Z =
k⊕
i=1

Ui ⇐⇒

Z =
k

+
i=1

Ui ∧ ∀j ∈ {1, . . . , k}, Uj ∩

 k

+
i=1
i 6=j

Ui

 = {0}

.

2. Si Z =
k

+
i=1

Ui y Z es de dimensión finita, entonces son equivalentes:

(a) Z =
k⊕
i=1

Ui.

(b) (∀i ∈ {1, . . . , k})(∀ui ∈ Ui \ {0}) {u1, . . . , uk} es l.i.

(c) La yuxtaposición de bases de los subespacios Ui es una base (y no sólo un
generador) de Z.

(d) dim(Z) =
k∑
i=1

dim(Ui).

Demostración. Probaremos (a) ⇐⇒ (b) en la parte 2. El resto de las demostracio-
nes, quedan propuestas como ejercicio.

(b) =⇒ (a) Sea v ∈ Z y dos formas distintas de escribirlo:

v =
k∑
i=1

wi =
k∑
i=1

w′i, con wi, w
′
i ∈ Ui.

De aqúı, suponiendo sin pérdida de generalidad que ∀i ∈ {1, . . . , k∗}, wi −w′i 6= 0, sale
que:

k∗∑
i=1

(wi − w′i) = 0,

lo cual es una combinación lineal nula, con escalares no nulos (todos 1), de los vectores
ui = wi − w′i ∈ Ui \ {0}. Pero esto es una contradicción con el hecho de que dichos
vectores son l.i, por hipótesis.

Aśı se tiene que la escritura es única y por ende la suma es directa

(a) =⇒ (b) Supongamos ahora que Z =
⊕k

i=1 Ui. Sea {u1, . . . , uk}, con ui ∈ Ui, ∀i ∈
{1, . . . , k}. Estudiemos

k∑
i=1

αiui = 0.

Como para cada i ∈ {1, . . . , k}, Ui es un s.e.v., luego αiui ∈ Ui. Aśı, hemos encontrado
una forma de escribir al vector nulo como suma de elementos de los subespacios Ui.

Por unicidad de dicha escritura,

∀i ∈ {1, . . . , k}, αiui = 0.
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Y esto implica, ya que ui 6= 0, que αi = 0, ∀i ∈ {1, . . . , k}. Es decir, {u1, . . . , uk} es l.i.
�

Teorema 4.3. Sea A ∈ Mnn(K), λ1, . . . , λk los valores propios (distintos) de A y
Wλi = Ker(A− λiI), i ∈ {1, . . . , k}. Si W = Wλ1 +Wλ2 + · · ·+Wλk , se tiene que

W = Wλ1 ⊕Wλ2 ⊕ · · · ⊕Wλk .

En particular, A es diagonalizable si y sólo si

K
n = Wλ1 ⊕Wλ2 ⊕ · · · ⊕Wλk .

Demostración. Directa de la Proposición 4.4. �

Corolario 4.1. Supongamos que A ∈ Mnn(K) y que p(λ) = |A − λI|, el polinomio
caracteŕıstico de A, tiene n ráıces distintas en K : λ1, . . . , λn, entonces

1. Wλi = Ker(A− λiI) es de dimensión 1.

2. Sea vi ∈ Wλi con vi 6= 0 entonces {v1, . . . , vn} es una base de vectores propios.

Este teorema da un criterio simple para que A ∈Mnn(K) sea diagonizable, éste es que
A tenga n valores propios distintos.

Ejemplo 4.8.
Sea

A =

1−1−1
−1 1−1
−1−1 1



p(λ) = |A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −1 −1
−1 1− λ −1
−1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ){(1− λ)2 − 1} − 1{(1− λ) + 1} − {1 + (1− λ)}
= (1− λ)3 − (1− λ)− (1− λ)− 1− 1− (1− λ)

= (1− 3λ+ 3λ2 − λ3)− 3 + 3λ− 2

= 3λ2 − λ3 − 4

Ahora λ = 2 es una ráız de p(λ). Por otro lado p(λ)÷ λ− 2 = −λ2 + λ+ 2

Aśı las otras ráıces de p son λ = −1 y λ = 2. Por lo tanto p(λ) = −(λ−2)(λ+1)(λ−2)
Se puede probar que A tiene una base de vectores propios por lo que no es necesario
que todos los valores propios sean distintos para que A sea diagonalizable.
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Ejemplo 4.9.
Consideremos A =

1 0 0
2 2 0
0 0 2

 los valores propios son λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 2 y

W1 =

〈
 1
−2

0


〉

W2 =

〈
0

1
0

 ,

0
0
1


〉
. Aśı R3 = W1 ⊕ W2, y A es

diagonalizable similar a D =

1 0 0
0 2 0
0 0 2



Definición (Multiplicidad geométrica) Sean A ∈Mnn(K) y λ un valor pro-
pio de A. Definimos la multiplicidad geométrica de λ, γA(λ), como la dimensión
del espacio propio Wλ = Ker(A− λI).

Teorema 4.4. Una matriz A ∈ Mnn(K) es diagonalizable ssi la suma de las multipli-
cidades geométricas de sus valores propios es n.

Demostración. Basta usar el Teorema 4.3 y el hecho de que si λ1, . . . , λk son los
v.p.’s de A,

dim(Wλ1 ⊕ · · · ⊕Wλk) =
k∑
k=1

γA(λi).

�

Definición (Multiplicidad algebraica) Sean A ∈Mnn(K) y λ un valor pro-
pio de A. Definimos la multiplicidad algebraica de λ, αA(λ), como la máxima
potencia de (x− λ) que divide al polinomio caracteŕıstico de A, pA(x) = |A− xI|.

Proposición 4.5. Sean A ∈Mnn(K) y λ0 un valor propio de A, entonces:

1 ≤ γA(λ0) ≤ αA(λ0) ≤ n.

Ejercicio 4.2: Demuestre la Proposición 4.5. Para ello proceda de la siguiente ma-
nera:

1. Pruebe las desigualdades 1 ≤ γA(λ0) y αA(λ0) ≤ n.
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2. Sea γ = γA(λ0). Considere una base βλ0 = {v1, . . . , vγ} de Wλ0 = Ker(A−λ0I).

3. Extienda dicha base a una base β = {v1, . . . , vγ, vγ+1, . . . , vn} de Kn.

4. Calcule la matriz representante de T (x) = Ax, con respecto a la base β. Es
decir, Mββ(T ).

5. Pruebe que
pA(λ) = |A− λI| = (λ− λ0)γq(λ).

En donde q(λ) es un polinomio de grado n− γ.
Indicación: Pruebe y use que A y Mββ(T ) son similares.

6. Concluya el resultado.

Corolario 4.2. Sea A ∈Mnn(K) y pA(λ) su polinomio caracteŕıstico. Se tiene entonces
que A es diagonalizable si y sólo si pA(λ) se factoriza completamente en K en factores
lineales. Es decir:

pA(λ) = cA · (λ− λ1)αA(λ1)(λ− λ2)αA(λ2) . . . (λ− λk)αA(λk),

y además, para todo valor propio λ de A, se tiene que γA(λ) = αA(λ).

Demostración. Supongamos que A es diagonalizable y sean λ1, . . . , λk sus valores
propios. Entonces, gracias al Teorema 4.3 tenemos que Kn =

⊕k
i=1Wλi .

Sea entonces la fatorización en K del polinomio caracteŕıstico de A:

pA(λ) = cA · (λ− λ1)αA(λ1)(λ− λ2)αA(λ2) . . . (λ− λk)αA(λk)q(λ),

con q(λ) un polinomio.

Pero, gracias a la Proposición 4.5,

n = dim(Kn) = dim(
k⊕
i=1

Wλi) =
k∑
i=1

γA(λi) ≤
k∑
i=1

αA(λi).

De donde
∑k

i=1 αA(λi) = n.

Ahora

n = gr(pA(λ)) = gr(cA · (λ− λ1)αA(λ1)(λ− λ2)αA(λ2) . . . (λ− λk)αA(λk)) + gr(q(λ))

=
k∑
i=1

αA(λi)︸ ︷︷ ︸
n

+ gr(q(λ)).

Aśı, gr(q(λ)) = 0. Es decir, es una constante y se tiene la fatorización buscada.

Ahora, supongamos que pA(λ) se factoriza completamente en K de la siguiente manera:

pA(λ) = cA · (λ− λ1)αA(λ1)(λ− λ2)αA(λ2) . . . (λ− λk)αA(λk).
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De donde
∑k

i αA(λi) = n. Y, supongamos que A no es diagonalizable. Esto implica que

dim(
k⊕
i=1

Wλi) =
k∑
i=1

γA(λi) < n =
k∑
i=1

αA(λi).

Lo cual contradice la hipótesis de igualdad de las multiplicidades. �

Corolario 4.3. A ∈Mnn(C) es diagonalizable si y sólo si para todo valor propio λ de
A, se tiene que

γA(λ) = αA(λ).
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Gúıa de Ejercicios

1. Demostrar que dados V espacio vectorial y Z,U1, . . . , Uk subespacios vectoriales de
V , entonces:

(a) Z =
k⊕
i=1

Ui ⇐⇒

Z =
k

+
i=1

Ui ∧ ∀j ∈ {1, . . . , k}, Uj ∩

 k

+
i=1
i 6=j

Ui

 = {0}

.

(b) Si Z =
k

+
i=1

Ui y Z es de dimensión finita, entonces son equivalentes:

(1) Z =
k⊕
i=1

Ui.

(2) (∀i ∈ {1, . . . , k})(∀ui ∈ Ui \ {0}) {u1, . . . , uk} es l.i.

(3) La yuxtaposición de bases de los subespacios Ui es una base (y no sólo un
generador) de Z.

(4) dim(Z) =
k∑
i=1

dim(Ui).

2. Pruebe que, dados A ∈Mnn(K) y λ0 un valor propio de A, entonces:

1 ≤ γA(λ0) ≤ αA(λ0) ≤ n.

Para ello

(a) Pruebe las desigualdades 1 ≤ γA(λ0) y αA(λ0) ≤ n.

(b) Sea γ = γA(λ0). Considere una base βλ0 = {v1, . . . , vγ} de Wλ0 = Ker(A−λ0I).

(c) Extienda dicha base a una base β = {v1, . . . , vγ, vγ+1, . . . , vn} de Kn.

(d) Calcule la matriz representante de T (x) = Ax, con respecto a la base β. Es
decir, Mββ(T ).

(e) Pruebe que
pA(λ) = |A− λI| = (λ− λ0)γq(λ).

En donde q(λ) es un polinomio de grado n− γ.
Indicación: Pruebe y use que A y Mββ(T ) son similares.

(f) Concluya el resultado.

Gúıa de Problemas

P1. (a) Sea P2(R) el espacio vectorial de los polinomios a coeficientes reales de grado
menor o igual a 2, y sea T : P2(R)→ P2(R) la transformación lineal definida
por

T (a0 + a1x+ a2x
2) = (a0 + 2a2) + a1x+ (2a0 + a2)x

2.
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(1) Verifique que la matriz representante de T con respecto a la base canónica
{1, x, x2} de P2(R) (en dominio y recorrido) es

A =

1 0 2
0 1 0
2 0 1

 .

(2) Calcule A2n para cada n ≥ 1 natural, diagonalizando A.

(3) Calcule T 2n(1 + x+ x2), donde T 2n = T ◦ T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
2n

.

Indicación: Recuerde que la matriz representante de T 2n es A2n.

(b) Encuentre los valores reales de α y β de modo que la matriz
2 α 0 0 0
0 2 α 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 1 β
0 0 0 0 1


sea diagonalizable.

P2. Sea a ∈ R. Se define una sucesión de números reales (un)n∈N de la siguiente manera:
u0 = 1, u1 = a, (∀n ≥ 2) un = aun−1 − un−2.
Sean x0 = ( 1

0 ), (∀n ≥ 1) xn = ( un
un−1 ).

(a) Demuestre que para todo n ≥ 0 se tiene que xn = Anx0 con A = ( a −11 0 ).

(b) Demuestre que si |a| = 2 entonces A no es diagonalizable.

(c) Demuestre que si |a| > 2 entonces A es diagonalizable.

(d) Asuma que |a| > 2 y denote λ1, λ2 los valores propios de A. Demuestre que

(1)
(
λ1
1

)
y ( λ21 ) son vectores propios asociados a λ1 y λ2, respectivamente.

(2) Para todo n ∈ N se tiene que un =
λn+1
1 −λn+1

2

λ1−λ2 .

P3. Sean R, S ∈Mnn(R), con S invertible. Considere A = RS y B = SR.

(a) Pruebe que v ∈ Rn es vector propio de A asociado al valor propio λ ∈ R ssi
Sv es vector propio de B asociado al mismo valor propio λ. Concluya que A
y B tienen los mismos valores propios.

(b) Sean Wλ(A) = Ker(A − λI) el subespacio propio de A asociado al valor
propio λ ∈ R y Wλ(B) el subespacio propio de B asociado a λ. Pruebe que
dim(Wλ(A)) = dim(Wλ(B)).

(c) Pruebe que A es diagonalizable ssi B es diagonalizable.
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SEMANA 12:

Ingeniería Matemática

Valores y vectores propios

4.4 Geometŕıa métrica en Rn

Definiciones y propiedades básicas

Incorporaremos ahora a nuestro estudio conceptos como distancia entre puntos, ángulos,
perpendicularidad, etc. Para ello debemos perder un poco de generalidad y restringirnos
al cuerpo K = R de los números reales. (También se puede hacer todo esto con K = C,
los números complejos, pero esto lo postergaremos para mas adelante.)

Definición (Producto punto en Rn) Sean x,y ∈ Rn, con x =

( x1
...
xn

)
, y =( y1

...
yn

)
. Se define el producto punto 〈x,y〉 (también se anota x • y) como el real

〈x,y〉 =
n∑
i=1

xiyi = xty = ytx ∈ R.

Tenemos aśı una función

<,> : Rn × Rn −→ R
(x,y) 7−→ 〈x,y〉

llamada producto punto.

Proposición 4.6. Se tienen las siguientes propiedades:

1. (∀x,y ∈ Rn) 〈x,y〉 = 〈y,x〉 (Simetŕıa).

2. (∀x,y,x,y ∈ Rn) 〈x + x,y〉 = 〈x,y〉+ 〈x,y〉 y 〈x,y + y〉 = 〈x,y〉+ 〈x,y〉 (Bi–
aditividad).

3. (∀λ ∈ R) (∀x,y ∈ Rn) 〈λx,y〉 = 〈x, λy〉 = λ 〈x,y〉 (Bi–homogeneidad).

4. (∀x ∈ Rn) 〈x,x〉 ≥ 0 y 〈x,x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0 (Positividad).
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Demostración. La demostración de estas propiedades quedan como ejercicio.

El número 〈x,x〉 que aparece en la propiedad 4. es 〈x,x〉 =
∑n

i=1 x
2
i , si x =

 x1
...
xn

.

Jugando con el Teorema de Pitágoras se puede verificar fácilmente que si n = 2 ó n = 3,√
〈x,x〉 corresponde a la longitud de la flecha representada por el vector x.

√ x
2
1
+
x
2
2

x2

x1

n = 2

√√
x21 + x22 + x23

x1 x2

x3

√
x 2
1 + x 2

2

n = 3

Aprovechando estos hechos, y con la esperanza de re–obtener el Teorema de Pitágoras
en Rn, para todo n, definimos

Definición (Norma Euclidiana) La norma Euclidiana (o, simplemente, nor-

ma) de un vector x =

( x1
...
xn

)
∈ Rn como ‖x‖ =

√∑n
i=1 x

2
i =

√
〈x,x〉 (ráız

cuadrada ≥ 0).

Tenemos aśı la función norma

‖ ‖ : Rn −→ R
x 7−→ ‖x‖ =

√
〈x,x〉 .

Proposición 4.7. Se tienen las siguientes propiedades:

1. (∀x ∈ Rn) ‖x‖ ≥ 0 y ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

2. (∀λ ∈ R) (∀x ∈ Rn) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖

3. (∀x,y ∈ Rn) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Desigualdad Triangular.)

Demostración. Las demostraciones de 1 y 2 son elementales y se dejan como un
ejercicio fácil para el lector. La prueba de la Desigualdad Triangular dependerá del
siguiente importante Lema:
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Lema 1 (Desigualdad de Cauchy–Schwartz).

(∀x,y ∈ Rn) |〈x,y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Demostración. (Desigualdad de C–S) Notar que si x = 0∨y = 0, la desigualdad
se verifica trivialmente (0 ≤ 0). Supondremos entonces que ambos vectores x e y son
no nulos. Para x,y ∈ Rn \ {0} fijos, consideremos ahora la función ϕ : R→ R definida
por ϕ(t) = ‖tx− y‖2. Claramente ϕ(t) ≥ 0 para todo t ∈ R (y además, si y no es un
múltiplo de x, ϕ(t) > 0 para todo t ∈ R). Por otra parte, ϕ(t) = 〈tx− y, tx− y〉 =
‖x‖2 t2− 2 〈x,y〉 t+ ‖y‖2. Aśı, ϕ es una función polinomial de segundo grado en t, con
coeficientes a = ‖x‖2, b = −2 〈x,y〉, c = ‖y‖2 (notar que como x 6= 0, la función es
efectivamente de segundo grado, y no de un grado menor). Como ϕ(t) ≥ 0 para todo
t ∈ R, sabemos que el discriminante b2−4ac será menor o igual a 0 (a lo más una ráız real
de multiplicidad 2), es decir 4 〈x,y〉2 − 4 ‖x‖2 ‖y‖2 ≤ 0, de donde 〈x,y〉2 ≤ ‖x‖2 ‖y‖2,
lo que implica la desigualdad deseada.

Observación: Notar que si y no es múltiplo de x, ϕ(t) > 0 para todo t ∈ R, luego
b2 − 4ac < 0, de donde se desprende que |〈x,y〉| < ‖x‖ ‖y‖. De aqúı que (aún en el
caso x = 0 ∨ y = 0) se verifica la igualdad en Cauchy–Schwartz ssi alguno de los
dos vectores es múltiplo del otro. De modo similar se tiene que 〈x,y〉 = ‖x‖ ‖y‖ ssi
alguno de los dos vectores es un múltiplo no negativo del otro.

Podemos ahora probar la desigualdad triangular. Sean x,y ∈ Rn. Tenemos:

‖x + y‖2 = 〈x + y,x + y〉 = ‖x‖2 + 2 〈x,y〉+ ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2 |〈x,y〉|+ ‖y‖2

C.–S.
≤ ‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2

= (‖x‖+ ‖y‖)2

�

Observación: De la observación bajo la demostración de la desigualdad de
Cauchy–Schwartz podemos concluir que en la desigualdad triangular vale la igualdad
ssi alguno de los dos vectores es múltiplo no negativo del otro.

Usaremos ahora la norma de Rn para definir la noción de distancia entre puntos de este
conjunto.

Definición Sean p,q dos puntos en Rn. La distancia entre p y q es el número
real no negativo d(p,q) = ‖q− p‖.
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Observación:

1. Recordando que q − p se puede visualizar como el vector (flecha) que va de
p hasta q, resulta que d(p,q) es la longitud de esta flecha, es decir, como
esperaŕıamos, la longitud del trazo recto entre p y q.

2. Podemos usar la distancia entre puntos para interpretar la desigualdad trian-
gular. Sean p,q, r ∈ Rn tres puntos que forman un triángulo en Rn. Enton-
ces: ‖q− p‖ = ‖(q− r) + (r− p)‖ ≤ ‖q− r‖ + ‖r− p‖, es decir d(p,q) ≤
d(r,q) + d(p, r). En el triángulo pqr esto significa que la longitud del lado
pq es inferior o igual a la suma de los otros dos lados ( rq + pr), lo que es un
viejo teorema de geometŕıa plana.

q− p

p

q

p
q

r

q− p

r− p
q− r

El producto punto está ı́ntimamente ligado a la noción de ángulo entre vectores. Recu-
rramos nuevamente a nuestra intuición geométrica para ver algunos hechos que indican
que esta afirmación no es gratuita.

Situación 1:

Consideremos el siguiente diagrama:

y

−y

x

‖x− y‖

‖x− y‖

Los vectores x e y son no nulos en Rn, y los hemos dibujado en el plano que pasa por
el origen y que los contiene. Supongamos que x es perpendicular a y (vamos a suponer
que esto tiene sentido en Rn, y que en el plano de x, y y 0 se cumplen las propiedades
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usuales que conocemos de la geometŕıa plana del colegio). Esperamos entonces que el
triángulo que tiene por vértices x, y y −y sea isósceles en x (la altura es la flecha x),
y aśı

‖x− y‖ = ‖x + y‖ ⇐⇒ 〈x− y,x− y〉 = 〈x + y,x + y〉
⇐⇒ ‖x‖2 − 2 〈x,y〉+ ‖y‖2 = ‖x‖2 + 2 〈x,y〉+ ‖y‖2
⇐⇒ 4 〈x,y〉 = 0
⇐⇒ 〈x,y〉 = 0.

Aprovechemos esto para definir perpendicularidad en Rn:

Definición (Perpendicularidad) Dos vectores x,y ∈ Rn se dicen perpendicu-
lares u ortogonales ssi 〈x,y〉 = 0. Lo anotaremos como x ⊥ y.

Ejercicio 4.3: Probar el Teorema de Pitágoras en Rn: Sean A,B,C ∈ Rn, con
(B − C) ⊥ (C − A). Si a = d(C,B) = ‖B−C‖, b = d(A,C) = ‖C−A‖ y
c = d(B,A) = ‖A−B‖ son los tres lados del triángulo ABC (triángulo rectángulo
en C, con a, b los catetos y c la hipotenusa), entonces a2 + b2 = c2.

BA

C

ab

c

Situación 2:

Queremos usar nuestra intuición geométrica para descubrir una relación que nos permita
definir el ángulo entre dos vectores de Rn. Consideremos el siguiente diagrama:

y

λy

x

0

θ

Todo transcurre en el plano que pasa por 0 y tiene a x e y como vectores directores.
El punto λy es la proyección ortogonal del punto x sobre la recta que pasa por 0 y
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tiene a y como vector director, θ será el ángulo de la flecha y a la x (si todo esto tiene
sentido en Rn). La cantidad ‖λy − x‖ es la distancia de x a su proyección. Las relaciones

trigonométricas que esperaŕıamos que se cumplan dicen: cos θ = ‖λy‖
‖x‖ = |λ|‖y‖

‖x‖ .

Nos gustaŕıa eliminar λ de esta fórmula. Para ello notemos que como (λy − x) ⊥ y,

entonces 〈λy − x,y〉 = 0, de donde λ ‖y‖2−〈x,y〉 = 0, y aśı |λ| = λ = 〈x,y〉
‖y‖2 . (El dibujo

sugiere que λy apunta hacia el mismo lado que y. Analizar lo que pasa si no. Notar que
θ > π

2
en dicho caso.) Luego cos θ = 〈x,y〉

‖x‖‖y‖ . Usamos esto para definir el ángulo entre
vectores de Rn:

Definición (Ángulo entre vectores) Sean x,y ∈ Rn \ {0}. Definimos el án-
gulo entre x e y como aquel número θ ∈ [0, π] tal que

cos θ =
〈x,y〉
‖x‖ ‖y‖

.

Observación:

1. Notar que la desigualdad de Cauchy–Schwartz asegura que −1 ≤ 〈x,y〉
‖x‖‖y‖ ≤ 1,

aśı la definición anterior tiene sentido.

2. Esta definición entrega de manera trivial la famosa fórmula 〈x,y〉 =
‖x‖ ‖y‖ cos θ.

4.4 Aplicación a Rectas en R2 y Planos en R3.

Rectas en R2.

Sea d =

(
x1
x2

)
∈ R2. Definamos el nuevo vector d⊥ =

(
−x2
x1

)
∈ R2. Es un ejercicio

fácil verificar que las siguientes propiedades se satisfacen:

1.
∥∥d⊥∥∥ = ‖d‖.

2. d⊥ es ortogonal a d.

3.
(
d⊥
)⊥

= −d.

4. Si d 6= 0, entonces (∀v ∈ R2) [v ⊥ d ⇐⇒ (∃λ ∈ R) v = λd⊥].

5. Si d 6= 0, entonces (∀v ∈ R2) [v ⊥ d⊥ ⇐⇒ (∃t ∈ R) v = td].
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d

d⊥

Sea ahora p ∈ R2 y L = Lp,d = {v ∈ R2 | v = p + td, t ∈ R}. Tenemos que

v ∈ L ⇐⇒ v = p + td, t ∈ R
⇐⇒ (∃t ∈ R) v − p = td
⇐⇒ v − p ⊥ d⊥

⇐⇒
〈
v − p,d⊥

〉
= 0.

Si llamamos n = d⊥ (o cualquier otro vector paralelo a éste), hemos concluido que
v ∈ L⇔ 〈v − p,n〉 = 0, es decir, L = {v ∈ R2 | 〈v − p,n〉 = 0}. La ecuación

〈v − p,n〉 = 0

se llama ecuación normal de L. El vector n (es decir, d⊥ o cualquier otro paralelo a él)
se dice vector normal a L.

L

p
v

d

n

v − p

De la ecuación normal de L sale fácilmente una ecuación Cartesiana. Sean n =

(
n1

n2

)
,

p =

(
p1
p2

)
y v =

(
x1
x2

)
. Desarrollando:

〈v − p,n〉 = 0 ⇐⇒ 〈v,n〉 − 〈p,n〉 = 0 ⇐⇒ n1x1 + n2x2 + (−n1p1 − n2p2) = 0,

es decir
ax1 + bx2 + c = 0, con a = n1, b = n2 y c = −〈p,n〉 . (4.3)

Ejercicio 4.4: Concluya que si (4.3) es una ecuación Cartesiana de una recta de R2,
entonces un vector director de esta recta es d = ( b

−a ).
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Planos en R3.

Sean d1,d2 vectores no nulos y no paralelos en R3. Existe un vector n = d1× d2 ∈ R3,
llamado el producto cruz de los vectores d1 y d2 (ver Apéndice) con las propiedades:

1. ‖n‖ = ‖d1‖ ‖d2‖ |sen θ| 6= 0, con θ el ángulo entre d1 y d2.

2. n ⊥ d1 ∧ n ⊥ d2.

3. (∀v ∈ R3) [v ⊥ d1 ∧ v ⊥ d2 ⇔ (∃λ ∈ R) v = λn].

4. (∀v ∈ R3) [v ⊥ n ⇔ (∃s, t ∈ R) v = sd1 + td2].

Con estas propiedades, sea Π = Πp,d1,d2 el plano en R3 que pasa por un punto p ∈ R3 y
de vectores directores d1 y d2. Entonces el lector puede demostrar fácilmente que para
cualquier v ∈ R3, v ∈ Π⇔ 〈v − p,n〉 = 0. Nuevamente, n (o cualquier vector paralelo
a n) se dirá vector normal a Π, y la ecuación

〈v − p,n〉 = 0

se llamará ecuación normal de Π.

De modo similar al caso de rectas en R2, la ecuación normal conduce directamente

a la ecuación Cartesiana Ax1 + Bx2 + Cx3 + D = 0 para Π. (Donde n =
(
A
B
C

)
y

D = −〈p,n〉.)

v − pp
v

n̂

d2

d1Π

4.5 Distancia entre un punto y un conjunto. Proyecciones.

Definición (Distancia punto–conjunto) Sea A ⊆ Rn un subconjunto no va-
ćıo de Rn, y sea q ∈ Rn un punto. Definimos la distancia de q al conjunto A
como:

d(q, A) = ı́nf {d(q,x) | x ∈ A} .
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A q

z

x

y

d(q,x)
d(q,y)

d(q,
z)

d(q, A)

Ejercicio 4.5: Verifique que d(q, A) queda bien definida.

Cabe notar que no tiene por qué existir un punto r ∈ A tal que d(q, A) = d(q, r), y si tal
r llega a existir, no tiene por qué ser único (¡Construir ejemplos de estas afirmaciones!).

Estudiemos a modo de ejemplo el caso en que A = L es una recta Lp,x en Rn (recta
que pasa por p y tiene vector director x).

Supongamos que existe un punto r ∈ L tal que q− r es perpendicular a L. Afirmamos
(como nuestra intuición geométrica lo indica) que d(q, L) = d(q, r). Probemos algo
mejor:

(∀z ∈ L) z 6= r⇒ ‖q− z‖ > ‖q− r‖ ,
de donde la distancia de q a L se alcanza en un único punto r.

En efecto, si z ∈ L, como q−r es normal a L, el triángulo cuyos vértices son z, r y q es
rectángulo en r, y por Pitágoras (recuerde que usted demostró en el Ejercicio 4.3 que
es válido en Rn) ‖q− z‖2 = ‖q− r‖2 + ‖r− z‖2. Como z 6= r, entonces ‖r− z‖2 > 0,
y eso prueba la desigualdad.

L
r

q
z

Veremos ahora que tal r ∈ L efectivamente existe.

Sea x̂ = 1
‖x‖x (vector unitario en la dirección de x: claramente ‖x̂‖ = 1). Sea y = q−p

el vector que conecta p con q, y sea w = 〈y, x̂〉 x̂. Notar que w apunta en la misma
ĺınea que x, y que

‖w‖ = |〈y, x̂〉| ‖x̂‖ = ‖y‖ ‖x̂‖2 |cos(θ)| = ‖y‖ cos(θ),

donde θ es el ángulo entre x e y (que lo supondremos en
[
0, π

2

]
para no preocuparnos

del signo de cos(θ). Si este no es el caso, podemos usar −x en lugar de x como vector
director de L.)
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Este vector w es lo que llamaremos proyección del vector y sobre la dirección definida
por el vector x. Notar que si en vez de x usamos otro vector director λx de L, resulta
exactamente el mismo vector w.

x
r

qy = q− p
p

w
u

θ

Sea u = y − w = y − 〈y, x̂〉 x̂. Nuestra intuición nos haŕıa esperar que u ⊥ x. Verifi-
quemos que eso es correcto:

〈u,x〉 = 〈y − 〈y, x̂〉 x̂,x〉 = 〈y,x〉 − 〈y, x̂〉 〈x̂,x〉 = 〈y,x〉 −
〈

y,
1

‖x‖
x

〉
‖x‖ = 0,

de donde u ⊥ x.

Basta tomar ahora r = p + w =p + 〈y, x̂〉 x̂, es decir

r = p + 〈q− p, x̂〉 x̂,

que tiene la propiedad deseada pues q − r = q − p − w = y − w = u ⊥ x, luego
q− r ⊥ L.

Definición (Proyección ortogonal sobre una recta) Llamamos proyec-
ción ortogonal del punto q ∈ Rn sobre la recta L ⊆ Rn, al punto r ∈ L tal que
q− r ⊥ L.

Acabamos de probar que dicha proyección r existe y es el único punto de L que minimiza
la distancia a q, y dimos además una fórmula para calcular esta proyección en términos
de q, la posición p de L y su vector director x.

Como segundo ejemplo, vamos a estudiar ahora en detalle el caso en que n = 3 y A es
un plano Π ⊆ R3.

Ejercicio 4.6: Desarrollar de manera similar, en paralelo, el caso en que n = 2 y A
es una recta en R2. Notar que ese problema es un caso particular del que se resolvió
antes, pero la solución va por otro camino, usando ecuaciones normales en vez de
vectores directores.

Sea L la recta que pasa por q y que es perpendicular a Π (es decir, que tiene por vector
director un vector normal a Π). Veremos en un momento que la intersección entre Π y L
consiste en un solo punto r. Nuestra intuición geométrica indica que d(q,Π) = d(q, r),
y la demostración de este hecho sigue exactamente las mismas lineas de lo que hicimos
al estudiar la proyección de un punto sobre una recta en Rn. (Se prueba la desigualdad
(∀z ∈ Π) z 6= r⇒ ‖q− z‖ > ‖q− r‖, etc.)
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Definición (Proyección ortogonal sobre un plano) Llamamos proyec-
ción ortogonal del punto q ∈ R3 sobre el plano Π ⊆ R3, al punto r ∈ Π tal que
q− r ⊥ Π.

Sabemos que dicho r es el único punto de Π que minimiza la distancia a q. Lo que no
hemos probado aún es que tal punto r realmente existe, y a eso nos dedicaremos ahora.

Sea n un vector normal a Π (por ejemplo, si Π = Πp,d1,d2 , n se puede tomar como
d1 × d2, o si tenemos una ecuación Cartesiana Ax1 + Bx2 + Cx3 + D = 0 para Π, n

se puede tomar como
(
A
B
C

)
). La recta L que pasa por q y es perpendicular a Π tiene

entonces por ecuación vectorial:

v = q + tn, t ∈ R. (4.4)

Sea p un punto (fijo) cualquiera de Π. Podemos entonces escribir la ecuación normal
de Π:

〈v − p,n〉 = 0. (4.5)

Buscamos L ∩ Π, es decir, los v ∈ R3 que satisfacen simultaneamente (4.4) y (4.5).
Pero esto es fácil de resolver. En efecto, (4.5) equivale a 〈v,n〉 = 〈p,n〉, y usando (4.4),
obtenemos

〈q + tn,n〉 = 〈p,n〉 ⇔ 〈q,n〉+ t ‖n‖2 = 〈p,n〉 ⇔ t =
〈p− q,n〉
‖n‖2

.

Una vez que tenemos la incógnita real t despejada, en (4.4) resulta

r = v = q +
〈p− q,n〉
‖n‖2

n (4.6)

como única solución de (4.4) y (4.5).

Hemos de paso encontrado una fórmula (4.6) para la calcular la proyección de q sobre
Π en términos de un punto p de Π y un vector normal n a Π. Podemos también calcular
la distancia de q a Π: d(q,Π) = d(q, r) = ‖r− q‖ = |〈p−q,n〉|

‖n‖ . De aqúı sale una famosa
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fórmula para la distancia de un punto a un plano en R3. Supongamos que Π está descrito

por la ecuación Cartesiana Ax1 +Bx2 + Cx3 +D = 0, y q =
(
q1
q2
q3

)
. Entonces

d(q,Π) =
|Aq1 +Bq2 + Cq3 +D|√

A2 +B2 + C2
.

En efecto, podemos usar n =
(
A
B
C

)
como vector normal para Π. Con ello la ecuación nor-

mal de Π será 〈v − p,n〉 = 0, donde v =
(
x1
x2
x3

)
es un punto que recorre Π. Manipulando

esta ecuación normal se obtiene 〈v,n〉 − 〈p,n〉 = 0, ó Ax1 +Bx2 +Cx3− 〈p,n〉 = 0, y
por comparación con la ecuación cartesiana de Π, deberá tenerse que −〈p,n〉 = D.

Como 〈q,n〉 = Aq1 +Bq2 + Cq3, entonces

|〈p− q,n〉| = |〈q,n〉 − 〈p,n〉| = |Aq1 +Bq2 + Cq3 +D| .

El resultado se sigue del cálculo de ‖n‖.

Cabe notar que hay otra manera, tal vez un poco menos eficiente, de calcular la pro-
yección de q sobre Π, usando una ecuación vectorial para Π en vez de la normal:
v = p + λd1 + µd2 ,λ, µ ∈ R . Esto, junto a v = p + td1 × d2 que es la ecua-
ción vectorial de L, entrega el sistema lineal p + λd1 + µd2 = q + td1 × d2, o mejor[

d1 d2 d1 × d2

] [ λ
µ
t

]
= q − p. Como d1 y d2 son no nulos y no paralelos, d1, d2

y d1 × d2 no son coplanares con el origen, y entonces esta ecuación tiene una solución
única para λ, µ y t, lo que entrega la proyección r = v.

Una tercera manera de proceder, también algo mas larga que la primera, es utilizar
la fórmula r = p + λd1 + µd2 (que no dice más que el hecho de que la proyección r
satisface la ecuación vectorial de Π pues es un elemento de este plano) y recordar que
r − q ⊥ Π, es decir, r − q ⊥ d1 ∧ r − q ⊥ d2. Se obtiene el sistema de ecuaciones{
〈d1,p− q + λd1 + µd2〉 = 0
〈d2,p− q + λd1 + µd2〉 = 0

, o, en su forma matricial:

[
〈d1,d1〉 〈d1,d2〉
〈d2,d1〉 〈d2,d2〉

](
λ
µ

)
=

(
〈d1,q− p〉
〈d2,q− p〉

)
.

Se puede probar que d1 no es paralelo a d2 ssi la matriz

[
〈d1,d1〉 〈d1,d2〉
〈d2,d1〉 〈d2,d2〉

]
es

invertible, luego el sistema anterior tiene una solución única para λ y µ, lo que entrega
la proyección r.

Observación:

1. Notemos que la fórmula (4.6) era fácil de adivinar, pues si n̂ = 1
‖n‖n es el vector

unitario en la dirección de n, (4.6) se puede escribir como r = q+ 〈p− q, n̂〉 n̂
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L

〈p− q, n̂〉n̂
Π

y recordando que 〈p− q, n̂〉 n̂ es la proyección (como vector) de p − q en la
dirección de n̂, el punto q + 〈p− q, n̂〉 n̂ debeŕıa ser el lugar donde la recta
que parte de q y va en la dirección de n̂ encuentra al plano Π.

2. En muchos problemas se puede argumentar de manera similar a la observación
1) (es decir, proyectando sobre una recta vectores que conectan un par de
puntos dados, etc.) para llegar rápidamente a una respuesta.

4.5 Conjuntos ortogonales y ortonormales

Recordemos que la proyección de u sobre v 6= 0 está definida por w = 〈u,v〉
〈v,v〉v. Este vector

w es “el que está más cerca” de u en el espacio 〈{v}〉. Es decir

mı́n
λ∈R
‖u− λv‖ = ‖u− w‖.

Notaremos por u⊥v si 〈u, v〉 = 0, es decir si u y v son ortogonales.

Definición (Conjunto ortogonal/ortonormal) Un conjunto {v1, . . . , vk}
de Rn se dice ortogonal si 〈vi, vj〉 = 0 para i 6= j. Si además ‖vi‖ = 〈vi, vi〉

1
2 = 1,

diremos que el conjunto es ortonormal.

En el caso en que {v1, . . . , vk} es además base de un subespacio vectorial W , diremos
que se trata de una base ortonormal de W .

Ejemplo 4.10.
La base canónica de Rn es una base ortonormal.

Veamos una propiedad útil de los conjuntos ortogonales:
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Proposición 4.8. Sea {v1, . . . , vk} ⊆ Rn \ {0} ortogonal, entonces {v1, . . . , vk} es l.i.

Demostración. Sea
∑k

i=1 αivi una combinación lineal nula de los elementos de {v1, . . . , vk}.
Sea j ∈ {1, . . . , k}, luego por propiedades del producto interno:〈

k∑
i=1

αivi, vj

〉
= 0 ⇐⇒

k∑
i=1

αi 〈vi, vj〉 = 0.

Pero dado que el conjunto es ortogonal, luego 〈vi, vj〉 = 0 para i 6= j, de manera que

αj 〈vj, vj〉 = αj ‖vj‖2 = 0.

Y como vj 6= 0, se deduce que αj = 0.

Como este procedimiento es válido para todo j ∈ {1, . . . , k}, se concluye que {v1, . . . , vk}
es l.i. �

Ahora, en el caso de conjuntos ortonormales, hay propiedades importantes que motivan
su búsqueda.

Proposición 4.9. Sea W un subespacio vectorial de Rn y {u1, . . . , uk} una base orto-
normal de W , entonces:

1. Si x ∈ W ,

x =
k∑
i=1

〈x, ui〉ui.

2. Si x ∈ Rn y definimos

z =
k∑
i=1

〈x, ui〉ui ∈ W,

entonces (x − z)⊥w, ∀w ∈ W . Y en particular d(x, z) = mı́nw∈W d(x,w), de
hecho ∀w ∈ W \ {z}, d(x, z) < d(x,w).

Demostración.

1. Como {u1, . . . , uk} es una base de W y x ∈ W , luego

x =
k∑
i=0

αiui.

Tomemos j ∈ {1, . . . , k} y calculemos el producto interno entre x y uj:

〈x, uj〉 =

〈
k∑
i=0

αiui, uj

〉

=
k∑
i=0

αi 〈ui, uj〉 .
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Como el conjunto {u1, . . . , uk} es ortogonal, se tiene que 〈ui, uj〉 = 0, ∀i 6= j, de
donde

〈x, uj〉 = αj 〈uj, uj〉 = αj · 1.

Repitiendo este procedimiento para todo j ∈ {1, . . . , k}, se concluye que αj =
〈x, uj〉

x =
k∑
i=1

〈x, ui〉ui.

2. Sea x ∈ Rn, z =
∑k

i=1 〈x, ui〉ui y w ∈ W , veamos:

〈x− z, w〉 = 〈x,w〉 − 〈z, w〉 = 〈x,w〉 −

〈
k∑
i=1

〈x, ui〉ui,
k∑
j=1

〈w, uj〉uj

〉
,

la última igualdad gracias a que w ∈ W . Aśı, usando las propiedades del producto
interno:

〈x− z, w〉 = 〈x,w〉 −
k∑
i=1

k∑
j=1

〈x, ui〉 〈w, uj〉 〈ui, uj〉

y como {u1, . . . , uk} es ortonormal, 〈ui, uj〉 = 0, ∀i 6= j y

〈x− z, w〉 = 〈x,w〉 −
k∑
i=1

〈x, ui〉 〈w, ui〉 〈ui, ui〉

= 〈x,w〉 −
k∑
i=1

〈x, ui〉 〈w, ui〉

= 〈x,w〉 −

〈
x,

k∑
i=1

〈w, ui〉ui︸ ︷︷ ︸
w

〉
= 0.

Para probar que d(x, z) = mı́nw∈W d(x,w), sea w ∈ W distinto de z, luego por el
Teorema de Pitágoras en Rn, probado en el Ejercicio 4.3:

‖x− z‖2 + ‖w − z‖2 = ‖x− w‖2 .

Pero como ‖w − z‖2 > 0, luego

‖x− z‖2 < ‖x− w‖2 .

De esta manera

∀w ∈ W, d(x, z) = ‖x− z‖ < ‖x− w‖ = d(x,w),

de donde se concluye. �
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4.5 Proyecciones Ortogonales

La Proposición 4.9 motiva la definición proyección ortogonal sobre un subespacio vec-
torial de Rn. Asumiremos por ahora el siguiente resultado, el cual demostraremos en la
Sección 4.6, que asegura la existencia de una base ortonormal de cualquier subespacio
vectorial de Rn.

Proposición 4.10. Todo subespacio vectorial de Rn posee una base ortonormal.

Definimos entonces:

Definición (Proyección ortogonal sobre un s.e.v.) Sea W un subespacio
vectorial Rn y {u1, . . . , uk} una base ortonormal de W . Definimos la proyección
ortogonal sobre W como la función

P : Rn −→ W

x 7−→ P (x) =
k∑
i=1

〈x, ui〉ui ∈ W.

Observación: Notemos que esta definición es correcta, es decir que P no depende
de la base ortonormal considerada y que es función.

Gracias a la Proposición 4.9.2, sabemos que independiente de la base ortonormal
considerada para definirla, la proyección es aquella que minimiza la distancia de x
a W . Aśı, si hubiese dos proyecciones z1, z2, asociadas a bases distintas y fuesen
distintas, luego:

d(x, z1) < d(x, z2),

lo cual contradice la propiedad que satisface z2.

De la misma manera se prueba que P es función.

Veamos ahora las propiedades de la proyección ortogonal:

Proposición 4.11. Sea W un subespacio vectorial de Rn y P su proyección ortogonal
asociada, entonces:

1. P es una transformación lineal.

2. ∀x ∈ Rn,∀w ∈ W, (x− P (x))⊥w.

3. d(x, P (x)) = mı́nw∈W d(x,w).

Demostración. 2 y 3 se deducen de la Proposición 4.9. La demostración de 1 queda
de ejercicio .
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4.5 Subespacio Ortogonal

Definición (Subespacio ortogonal) Sea W un subespacio de Rn definamos el
ortogonal de W como:

W⊥ = {u ∈ Rn | ∀w ∈ W 〈w, u〉 = 0}.

Proposición 4.12.

(i) W⊥ es un subespacio de Rn.

(ii) Rn = W ⊕W⊥.

(iii) dim(W⊥) = n− dim(W ).

Demostración.

(i) Sea u, v ∈ W⊥ y λ ∈ R, debemos probar que λu+ v ∈ W⊥. Sea w ∈ W :

〈w, λu+ v〉 = λ 〈w, u〉+ 〈w, v〉 = 0

lo que es válido para todo w ∈ W . Luego λu + v ∈ W⊥ por lo tanto W⊥ es un
subespacio vectorial de Rn.

(ii) Es claro que W +W⊥ ⊆ Rn. Para la otra inclusión, dado x ∈ Rn, basta notar que

x = P (x) + (x− P (x)).

En donde P es la proyección ortogonal sobre W . Aśı, P (x) ∈ W y x−P (x) ∈ W⊥

(gracias a la Proposición 4.11), de donde x ∈ W +W⊥.

Nos basta entonces probar que W ∩W⊥ = {0}. En efecto si x ∈ W ∩W⊥, en
particular es ortogonal a śı mismo, es decir 〈x, x〉 = 0, de donde x = 0.

Se concluye entonces que Rn = W ⊕W⊥.

(iii) Se deduce directamente de (ii). �

4.6 Método de Gram-Schmidt

El objetivo de esta parte es asociar de forma “canónica” a un conjunto dado de Rn,
una base ortonormal del subespacio generado por él. Este método es conocido con el
nombre de Método de Gram-Schmidt.

Probaremos el siguiente teorema:
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Teorema 4.5 (Gram-Schmidt). Dado un conjunto {v0, . . . , vm} ⊆ Rn, existe un
conjunto ortonormal {u0, . . . , uk} tal que

〈{v0, . . . , vm}〉 = 〈{u0, . . . , uk}〉 .

Demostración. La demostración de este teorema es precisamente el método Gram-
Schmidt, que entrega un procedimiento algoŕıtmico para construir el conjunto buscado.
Sea entonces {v0, . . . , vm} un conjunto de vectores y definimos el conjunto {u0, . . . , uk}
mediante el Algoritmo descrito más abajo. Para ello eliminamos todos los vectores
vi = 0. Si el conjunto resultante es vaćıo, es decir v0 = ... = vm = 0 el resultado es
cierto tomando como base ortonormal ∅. Aśı, podemos suponer que todos los v0, ..., vm
son distintos de 0.

Algoritmo

Etapa 0. Partamos con u0 = v0
‖v0‖ . Definimos k = 0.

Etapa 1. Luego, proyectamos v1 sobre el subespacio generado por u0:

z1 = 〈v1, u0〉u0

y restamos esta proyección a v2:
w1 = v1 − z1

perpendicular a 〈{u1}〉. Si w1 = 0 eliminamos v1 pues es dependiente de v0. En este
caso ponemos k = 0. Si no es 0 normalizamos w1 y definimos u1 = w1

‖w1‖ y definimos
k = 1.

Etapa j + 1. Etapa inductiva. Supongamos que en la etapa 1 ≤ j ≤ m − 1 tenemos
construidos u0, ..., uk, donde k ≤ j y que 〈{u0, . . . , uk}〉 = 〈{v0, . . . , vj}〉. Consideramos
vj+1 y lo proyectamos sobre 〈{u0, . . . , uk}〉. Definimos

zj+1 =
k∑
i=0

〈vj+1, ui〉ui

wj+1 = vj+1 − zk+1

que es perpendicular a 〈{u0, . . . , uk}〉. Si wj+1 = 0 quiere decir que vj+1 es dependiente
de los vectores u0, ..., uk, es decir, es dependiente de v0, ..., vj y se puede eliminar. En
este caso eliminamos wj+1 y tendremos 〈{u0, . . . , uk}〉 = 〈{v0, . . . , vj+1}〉. Actualizamos
j ← j + 1, k ← k.

Si wj+1 6= 0, tenemos que vj+1 es independiente de u0, ..., uk y por tanto indepen-
diente de v0, ..., vj. Normalizamos, uk+1 =

wj+1

‖wj+1‖ . Notemos que 〈{u0, . . . , uk+1}〉 =

〈{v0, . . . , vj+1}〉, es directo pues vj+1 ∈ 〈{u0, . . . , uk+1}〉 , uk+1 ∈ 〈{v0, . . . , vj+1}〉. Ac-
tualizamos j ← j + 1, k ← k + 1.

Etapa m. El proceso termina cuando j = m.
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Observación:

Notemos que como corolario del Teorema 4.5, se obtiene la Proposición 4.10.

Además, el Teorema 4.5 puede ser aplicado en particular a una base
{v0, . . . , vn−1} de Rn.

Ejemplo 4.11. 
 0

0
1

 ,

 1
1
0

 ,

 1
1
1

 ,

 1
0
1

 en R3.

u0 = v0/ 〈v0, v0〉
1
2 , como 〈v0, v0〉 = 1 se tiene u0 =

 0
0
1


w1 =

 1
1
0

−〈
 1

1
0

 ,

 0
0
1

〉 0
0
1

 =

 1
1
0

 .

〈w1, w1〉 = 2 ⇒ u1 =
1√
2
w1 =

1√
2

 1
1
0



w2 =

 1
1
1

−〈
 1

1
1

 ,

 0
0
1

〉 0
0
1

−〈
 1

1
1

 ,
1√
2

 1
1
0

〉 1√
2

 1
1
0


=

 1
1
1

−
 0

0
1

− 1√
2

1√
2
· 2

 1
1
0

 =

 0
0
0


w2 = 0, por ende ignoramos

(
1
1
1

)
y redefinimos w2.

w2 =

 1
0
1

−〈
 1

0
1

 ,

 0
0
1

〉 0
0
1

−〈
 1

0
1

 ,
1√
2

 1
1
0

〉 1√
2

 1
1
0


=

 1
0
1

−
 0

0
1

− 1√
2

1√
2

 1
1
0

 =

 1
0
1

−
 0

0
1

− 1

2

 1
1
0

 =
1

2

 1
−1

0

 .

Como 〈w2, w2〉 = 1
4

+ 1
4

= 1
2
, luego

u2 =
1√
2

 1
−1

0

 .
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4.6 Producto Hermı́tico

Ahora, extendemos el producto interno de 〈·, ·〉 : Rn×Rn → R a 〈·, ·〉H : Cn×Cn → C,
de la siguiente forma.

Definición (Producto Herḿıtico) Dados u =

( u1
...
un

)
, v =

( v1
...
vn

)
∈ Cn,

〈u, v〉H =
n∑
j=1

ujvj.

Ejercicio 4.7: Probar que el producto hermı́tico satisface: ∀λ ∈ C, u, v, w ∈ Cn

1. 〈u, v〉H = 〈v, u〉H .

2. 〈λu+ v, w〉H = λ 〈u,w〉H + 〈v, w〉H .

3. 〈u, u〉H ∈ R, más aún 〈u, u〉H ≥ 0 y 〈u, u〉H = 0⇐⇒ u = 0.

De 2a y 2b, se deduce que

〈u, λv + w〉H = λ̄ 〈u, v〉H + 〈u,w〉H .

Observación: Los conceptos de ortogonalidad, proyección ortogonal, subespacio
ortogonal y el método de Gram-Schmidt, pueden desarrollarse también en Cn, como
espacio vectorial sobre C.
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Gúıa de Ejercicios

1. Dado W un s.e.v. de Rn y P : Rn → W su proyección ortogonal asociada. Probar
que P es lineal.

2. Demuestre las siguientes propiedades del producto hermı́tico:

(a) 〈u, v〉H = 〈v, u〉H .

(b) 〈λu+ v, w〉H = λ 〈u,w〉H + 〈v, w〉H .

(c) 〈u, u〉H ∈ R, más aún 〈u, u〉H ≥ 0 y 〈u, u〉H = 0⇐⇒ u = 0.

Gúıa de Problemas

P1. Sea W el subespacio vectorial de R4 generado por:


1
1
1
1

 ,


1
−1
1
−1

 ,


1
3
1
3




2
3
2
3


 .

(a) Encuentre una base ortonormal de W y de W⊥.

(b) Encuentre la descomposición de v =

(
1
2
3
4

)
en W +W⊥.

P2. Sea A ∈Mnn(R) una matriz invertible y U un s.e.v. de Rn de dimensión 0 < k < n.
Se define

W = {y ∈ Rn | ∀u ∈ U, 〈Au,Ay〉 = 0}.

(a) Probar que W es s.e.v. de Rn y probar que W ∩ U = {0}.
(b) Sea V = {v ∈ Rn | ∃u ∈ U, v = Au}. Pruebe que V es s.e.v. de Rn.

(c) Sea {v1, . . . , vk} una base ortonormal de V . Probar que {u1, . . . , uk} don-
de ui = A−1vi, i ∈ {1, . . . , k}, es una base de U que verifica la propiedad:
〈Aui, Auj〉 = 0 si i 6= j y 〈Aui, Auj〉 = 1 si i = j.

(d) Probar que

w ∈ W ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , k}, 〈Aw,Aui〉 = 0.

Donde {u1. . . . , uk} es la base del punto anterior.

(e) Probar que si v ∈ Rn entonces z =
k∑
i=1

〈Av,Aui〉ui ∈ U y que v − z ∈ W .

(f) Deducir que Rn = U ⊕W y calcular la dimensión de W .

P3. (a) Sea W =

〈


1
1
1
1

 ,


2
1
1
0



〉

.
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(a.1) Encuentre una base ortonormal de W⊥.

(a.2) Sean x1, x2, x3, x4 ∈ R. Encuentre (en términos de x1, x2, x3, x4) los

valores y1, y2, y3, y4 que satisfacen T

(
x1
x2
x3
x4

)
=

(
y1
y2
y3
y4

)
, donde T : R4 → R4

es una transformación lineal para la cual Ker(T ) = W y, para todo
x ∈ W⊥, T (x) = x.

(b) Sean U, V subespacios vectoriales de Rn. Demuestre que

(b.1) (U + V )⊥ = U⊥ ∩ V ⊥.

(b.2) (U⊥)⊥ = U .

(b.3) (U ∩ V )⊥ = U⊥ + V ⊥.

(b.4) U ⊕ V = Rn ⇐⇒ U⊥ ⊕ V ⊥ = Rn.
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SEMANA 13:

Ingeniería Matemática

Valores y Vectores propios

4.7 Espectro de una matriz simétrica

Sea A ∈Mnn(R) una matriz simétrica entonces

∀u, v ∈ Rn : 〈Au, v〉 = 〈u,Av〉. (4.7)

En efecto, 〈Au, v〉 = (Au)tv = utAtv = utAv = 〈u,Av〉
Probemos ahora que si A ∈Mnn(R) satisface 4.7 entonces A es simétrica. Esto se deduce
del siguiente hecho fácil de probar: si {e1, . . . , en} la base canónica de Rn y A es una
matriz de n× n entonces

〈Aei, ej〉 = aji. (4.8)

Utlizando esta propiedad y 4.7 se obtiene que

aij = 〈Aej, ei〉 = 〈ej, Aei〉 = 〈Aei, ej〉 = aji,

donde además se usa el hecho que el producto interno en Rn es simétrico.

Dada A ∈Mnn(C), definimos la matriz adjunta de A, A∗, de la siguiente forma:

∀k, ` : (A∗)k` = a`k.

Ejemplo 4.12.

A =

(
1 i

2 + i 3

)
A∗ =

(
1 2− i
−i 3

)

Decimos que A es hermı́tica si A = A∗, notar que si A ∈ Mnn(R) entonces A = A∗ si
y sólo so A = At. De forma análoga al caso simétrico se prueba que

∀u, v ∈ Cn 〈Au, v〉H = 〈u,Av〉H

si y sólo si A es hermı́tica. Aśı, en particular, ∀u, v ∈ Cn 〈Au, v〉H = 〈u,Av〉H si
A ∈Mnn(R) y A es simétrica.
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Sea A ∈ Mnn(C) entonces el polinomio caracteŕıstico p(λ) = |A− λI| es un polinomio
de grado n con coeficientes complejos y por lo tanto tiene n ráıces en C (con posibles
repeticiones). Denotaremos por

σ(A) = {λ ∈ C | |A− λI| = 0}

al conjunto de las raices del polinomio caracteŕıstico. Este conjunto lo llamaremos el
espectro de A. Como Mnn(R) ⊆Mnn(C) podemos definir de igual manera el espectro
de A, para A ∈Mnn(R).

En general el espectro de A es un subconjunto de C, aún cuando A ∈ Mnn(R), como
lo muestra el próximo ejemplo.

Ejemplo 4.13.

B =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 1


B − λI =

−λ 1 0
−1 −λ 0
0 0 1− λ

 |B − λI| = (1− λ){λ2 + 1}

Las ráıces son λ = 1 λ = ±i. Si B es considerada como matriz de coeficientes
reales (es decir estamos trabajando en Rn) B tiene un sólo valor propio que es 1. Si
el cuerpo considerado es C entonces B tiene 3 valores propios 1, i,−i. En cualquier
caso el espectro de B es σ(B) = {1, i,−i}.

Teorema 4.6. Sea A ∈Mnn(C) hermı́tica entonces el espectro de A es subconjunto de
R.

Demostración. Sea λ ∈ σ(A) (en general λ será complejo) entonces, |A − λI| = 0,
es decir A−λI no es invertible, luego debe existir v ∈ Cn, v 6= 0 tal que (A−λI)v = 0.
Por lo tanto

〈Av, v〉H = 〈λv, v〉H = λ 〈v, v〉H ,

pero
〈Av, v〉H = 〈v, Av〉H = 〈v, λv〉H = λ 〈v, v〉H

como v 6= 0, 〈v, v〉H 6= 0 entonces λ = λ es decir λ ∈ R. Se tiene que para A hermı́tica
el polinomio caracteŕıstico p(λ) = |A− λI| tiene todas sus ráıces reales. �

Corolario 4.4. Si A ∈Mnn(R) es simétrica entonces σ(A) ⊆ R.

Teorema 4.7. Si A ∈Mnn(C) es hermı́tica y λ1 6= λ2 son valores propios y v1, v2 son
vectores propios asociados a λ1 y λ2 respectivamente entonces 〈v1, v2〉H = 0.
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Demostración. Consideremos 〈Av1, v2〉H = 〈λ1v1, v2〉H = λ1 〈v1, v2〉H , pero

〈Av1, v2〉H = 〈v1, Av2〉H = 〈v1, λ2v2〉H = λ2 〈v1, v2〉H

pero λ2 ∈ R y por tanto (λ1 − λ2) 〈v1, v2〉H = 0, como λ1 6= λ2, 〈v1, v2〉H = 0. �

Notemos que si u, v ∈ Rn ⊆ Cn, entonces 〈u, v〉H = 〈u, v〉, por lo tanto se obtiene el
siguiente corolario importante.

Corolario 4.5. Vectores propios de A ∈ Mnn(R), simétrica, asociados a valores pro-
pios distintos son ortogonales.

Definición (Transformación simétrica) Sea W un subespacio vectorial de
Rn y L : W → W una aplicación lineal, diremos que L es simétrica (en W ) si

∀u, v ∈ W : 〈L(u), v〉 = 〈u, L(v)〉

Lema 2. L : Rn → Rn es simétrica si y sólo si la matriz representante con respecto a
la base canónica de Rn es simétrica.

Demostración. Si A es la matriz representante de L con respecto a la base canónica
entonces L(u) = Au de donde

〈L(u), v〉 = 〈Au, v〉 〈u, L(v)〉 = 〈u,Av〉 ,

luego L es simétrica si y sólo si A es simétrica. �

Ejercicio 4.8: Sea W subespacio vectorial de Rn y L : W → W lineal, probar que:

1. Si B = {u1, . . . , un} es una base ortonormal de W , entonces

L simétrica ⇐⇒ MBB(L) simétrica.

2. Si B = {u1, . . . , un} es una base de W y

ϕ : W −→ Rn

x =
∑n

i=0 αiui 7−→ ϕ(x) =

( α1

...
αn

)
.

Entonces x es vector propio de L asociado al v.p. λ si y sólo si ϕ(x) es vector
propio de MBB(L) asociado al v.p. λ.

Ahora estamos en posición de probar uno de los teoremas más importantes de la sección.
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Teorema 4.8. Sea W subespacio de Rn, dimW ≥ 1 y L : W → W lineal, simétrica,
entonces existe una base ortonormal de W de vectores propios de L.

Demostración. Por inducción sobre la dimensión de W . Si dimW = 1. Entonces
W = 〈{v}〉, con v 6= 0. Notemos que

L(v) ∈ W = 〈{v}〉 ,

luego existe λ ∈ R tal que L(v) = λv. Es decir, λ es un valor propio de L y v vector
propio de L.

Definiendo

ṽ =
1

‖v‖
v,

se tendrá Lṽ = λṽ y además {ṽ} es una base ortonormal de W . Esto prueba el caso en
que la dimensión sea 1.

Supongamos que la propiedad es cierta para espacios de dimensión k−1, por demostrar
que es cierta para espacios de dimensión k. Sea W subespacio de dimensión k y L :
W → W lineal simétrica. Sea B = {w1, . . . , wk} base ortonormal de W , gracias al
Ejercicio 4.8 la matriz MBB(L) ∈ Rk es simétrica, por lo que tiene todos sus valores
propios reales.

Sea λ0 un valor propio cualquiera, por lo tanto existe un vector z = (z1, . . . , zk)
t 6= 0,

tal que MBB(L)z = λ0z.

Sea v = z1w1 + z2w2 + · · ·+ zkwk ∈ W . Como v 6= 0 (pues z 6= 0 y {w1, . . . , wk} es l.i.),
luego gracias a la parte 2 del Ejercicio 4.8, es vector propio de L (ya que ϕ(v) = z).

Sea W̃ = {u ∈ W | 〈u, v〉 = 0} el ortogonal de 〈{v}〉 con respecto a W . Se tiene que

k = dim W = 1 + dim W̃ lo que implica que dim W̃ = k − 1

Sea u ∈ W̃ ⇒ 〈L(u), v〉 = 〈u, L(v)〉 = 〈u, λ0v〉 = λ0 〈u, v〉 = 0, luego L(W̃ ) ⊆ W̃ .

Tomemos la restricción de L a W̃ , es decir,

L̃ : W̃ → W̃

u 7→ L̃u = Lu,

entonces L̃ es lineal y simétrica. Verifiquemos que L̃ es simétrica. Consideremos u,w ∈
W̃ 〈

L̃(u), w
〉

= 〈L(u), w〉 = 〈u, L(w)〉 =
〈
u, L̃(w)

〉
,

es decir L̃ es simétrica en W̃ . Como dim W̃ = k − 1 se tiene por hipótesis de inducción
que existe una base ortonormal de W̃ de vectores propios de L̃: {w̃1, . . . , w̃k−1}, es

decir L(wi) = L̃(w̃i) = λiw̃i luego w̃1, . . . , w̃k−1 son vectores propios de L. Finalmente,
consideremos

B′ =

{
v

‖v‖
, w̃1, . . . ., w̃k−1

}
es una base ortonormal de W , de vectores propios de L, y por lo tanto el resultado
queda demostrado. �
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Corolario 4.6. Sea A ∈ Mnn(R), simétrica, entonces A es diagonalizable y más aún,
A = PDP t donde P = (v1, . . . , vn) y B′ = {v1, . . . , vn} es una base ortonormal de
vectores propios de A. D es la matriz diagonal de los valores propios correspondientes.

Demostración. Sea L(x) = Ax, entonces L es simétrica. Por el teorema anterior exis-
te una base ortonormal B′ = {v1, . . . , vn} de vectores propios. Luego A es diagonizable

y más aún A = PDP−1 donde P = (v1, v2, . . . , vn) y D =

λ1 0
· · ·

0 λn

. Resta por

demostrar que P−1 = P t. Calculemos

(P tP )ij = vtivj = 〈vi, vj〉 =

{
1 i = j

0 i 6= j
,

por lo tanto P tP = I. �

Una matriz que satisface P−1 = P t se denomina ortogonal o unitaria.

Ejercicio 4.9: Verificar que P es ortogonal si y sólo si

∀u, v ∈ Rn 〈Pu, Pv〉 = 〈u, v〉 .

Entonces si P es ortogonal ‖Pu‖2 = 〈Pu, Pu〉 = 〈u, u〉 = ‖u‖2, es decir, P preserva la
norma.

Notemos que no hay unicidad en la base de vectores propios y por lo tanto una matriz
diagonalizable A puede descomponerse de la forma “PDP−1” de muchas maneras. Lo
que probamos para una matriz simétrica es que se puede tomar una base ortonormal
de vectores propios y que para esta base se tiene la descomposición “PDP t”.

Ejercicio 4.10: Probar que Pθ =

(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
es unitaria en R2.

Ejemplo 4.14.

A =

2 0 0
0 2 0
0 0 1


los valores propios son λ = 2 y λ = 1 en efecto:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 0

0 2− λ 0
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)2(1− λ).
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Calculemos el espacio propio de λ = 2.

0 = (A− 2I)u =

0 0 0
0 0 0
0 0 −1

xy
z

 ,

luego W2 =


xy
z

 | z = 0

. Determinemos W1:

0 = (A− I)u =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

xy
z

 ,

es decir W1 =


xy
z

 | x = y = 0

. Por lo tanto una base de vectores propios es:

B′ =


1

0
0

 ,

1
1
0

 ,

0
0
1


P =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 P−1 =

1 −1 0
0 1 0
0 0 1


A =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

2 0 0
0 2 0
0 0 1

1 −1 0
0 1 0
0 0 1


Pero A también posee una base ortonormal de vectores propios:

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1


A =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2 0 0
0 2 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Observación: Cabe señalar que en el caso de que si no hubiese sido sencillo obtener
a simple vista una base ortonormal del subespacio propio asociado a λ = 2, pode-
mos utilizar el método de Gram-Schmidt en dicho subespacio. En general, la base
ortonormal de vectores propios de Rn (que sabemos existe en el caso de A simétrica)
puede obtenerse utilizando Gram-Schmidt en cada subespacio propio.

El Teorema 4.8 también es cierto para L(x) = Ax, con A hermı́tica, y la demostración
es análoga.
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Ejemplo 4.15.
Veamos el caso de las proyecciones ortogonales.

Dado W subespacio de Rn consideremos W⊥ el ortogonal de W . Entonces Rn =
W ⊕W⊥. Sea además P : Rn → Rn, la proyección ortogonal sobre W .

Esta funcion P verifica

1. P 2 = P .

En efecto: P (u) = w ∈ W luego w = w + 0 es la única descomposición, de
donde

PP (u) = P (w) = w.

Se tiene además P (I − P ) = 0.

2. Im(P ) = W y Ker(P ) = W⊥.

En efecto, es claro que Im(P ) ⊆ W . Por otro lado, si w ∈ W P (w) = w, luego
Im(P ) = W . Ahora si v ∈ W⊥ v = 0 + v es la descomposición única y por
tanto P (v) = 0, aśı W⊥ ⊆ Ker(P ). Sea v ∈ Ker(P ), luego P (v) = 0 y por tanto
v = 0 + v es decir v ∈ W⊥.

3. P es simétrica.

En efecto sean u1 = w1 + v1, u2 = w2 + v2, luego

〈P (u1), u2〉 = 〈w1, w2 + v2〉 = 〈w1, w2〉+ 〈w1, v2〉 = 〈w1, w2〉 =

〈w1 + v1, w2〉 = 〈u1, P (u2)〉

4. Los valores propios de P son 0 ó 1.

Sea P (u) = λu, u 6= 0, entonces como P 2 = P se tiene P (u) = P 2(u) =
P (P (u)) = P (λu) = λP (u) = λ2u. De donde (λ2 − λ)u = 0. Como u 6= 0
λ2 − λ = 0 entonces λ = es 0 ó 1.

Identificaremos P con su matriz representante respecto a la base canónica. Dado que
P es simétrica P = ΓDΓt con Γ ortogonal y D satisface:

D =



1
. . .

1
0

. . .

0


=

Ir 0

0 0



Como P y D son similares tienen el mismo rango, aśı r = r(P ) = dim(Im(P )) =
dim(W ). Γ puede construirse de la siguiente forma: Γ = (Γ1, . . . ,Γn). Escogemos
{Γ1, . . . ,Γr} una base ortonormal de W , la cual completamos a una base ortonormal
de Rn {Γ1, . . . ,Γn}.

Puede comprobarse directamente que I − P es la proyección ortogonal sobre W⊥.
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Gúıa de Ejercicios

1. Sea W subespacio vectorial de Rn y L : W → W lineal, probar que:

(a) Si B = {u1, . . . , un} es una base ortonormal de W , entonces

L simétrica ⇐⇒ MBB(L) simétrica.

(b) Si B = {u1, . . . , un} es una base de W y

ϕ : W −→ Rn

x =
∑k

i=0 αiui 7−→ ϕ(x) =

( α1

...
αk

)
.

Entonces x es vector propio de L asociado al v.p. λ si y sólo si ϕ(x) es vector
propio de MBB(L) asociado al v.p. λ.

2. Verificar que P es ortogonal si y sólo si

∀u, v ∈ Rn 〈Pu, Pv〉 = 〈u, v〉 .

3. Probar que Pθ =

(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
es ortogonal en R2.

Gúıa de Problemas

P1. Considere la matriz A ∈M33(R) siguiente,

A =

2 1 1
1 2 −1
1 −1 2

 .

(a) Calcular los valores propios de A.

(b) Calcular una base de vectores propios de A.

(c) Encontrar una matriz P ∈ M33(R) y D ∈ M33(R), D diagonal, tal que
A = PDP t.

(d) ¿Es A una matriz invertible?, justifique su respuesta.

P2. (a) Sea A ∈ M33(R). Se sabe que A es simétrica y que
(

0
0
1

)
es vector propio de

A asociado al valor propio 2, y además la dimensión del Ker(T ) es igual a 2.
Calcular A.

(b) Sea A =
(

1 a 0
0 1 a
0 0 3

)
, donde a es un parámetro real. Calcule los valores de a ∈ R

para los cuales la matriz A es diagonalizable.

150



P3. Sean v1, . . . , vk ∈ Rn ortogonales y de norma 1, sean α1, . . . , αk ∈ R \ {0}, y

A = α1 · v1vt1 + · · ·+ αk · vkvtk ∈Mnn(R).

(a) Pruebe que Im(A) = 〈{v1, . . . , vk}〉, que Ker(A) = 〈{v1, . . . , vk}〉⊥, y determi-
ne r(A), es decir el rango de A.

(b) Sea {w1, . . . wn−k} base ortonormal delKer(A). Demuestre que {v1, . . . , vk, w1, . . . wn−k}
es una base de Rn de vectores propios de A. Especifique cuál es el valor propio
correspondiente a cada uno de estos vectores propios.

(c) Sea A =
(

5/4 −3/4
−3/4 5/4

)
. Determine {v1, v2} base ortonormal de R2 y α1, α2 ∈ R

tales que
A = α1 · v1vt1 + α2 · v2vt2.
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SEMANA 14:

Ingeniería Matemática

Formas cuadráticas

5.1 Formas cuadráticas y matrices definidas positivas

En esta sección estudiaremos las formas cuadráticas inducidas por una matriz simétrica.
Las formas cuadráticas aparecen en varias aplicaciones en matemáticas. Una de ellas es
la caracterización de mı́nimos o máximos para funciones de varias variables. Nosotros
nos interesaremos en la caracterización de matrices definidas positivas. Al final del
caṕıtulo estudiaremos las cónicas en R2.

Definición (Forma cuadrática) Dada A ∈Mnn(R) simétrica, definimos:

q : Rn → R
x 7→ q(x) = xtAx.

q es llamada una forma cuadrática en Rn.

Notemos que una forma cuadrática en Rn es homogénea de grado 2, es decir, ∀x ∈ Rn

q(λx) = λ2q(x). En efecto, q(λx) = (λx)tA(λx) = λxtAλx = λ2xtAx = λ2q(x).

Ejemplo 5.1.
q : R2 → R, q(x1, x2) = x21 + 2x1x2 + x22 = (x1, x2)

(
1 1
1 1

)(
x1
x2

)
.

Se tiene q(1,−1) = 0, en realidad q(x1,−x1) = 0.

Definición ((Semi)Definida positiva/negativa) Sea A ∈ Mnn(R), simétrica
diremos que

A es definida positiva si ∀x 6= 0 xtAx > 0.

A es semidefinida positiva si ∀x xtAx ≥ 0.

A es definida negativa ∀x 6= 0 xtAx < 0.

A es semidefinida negativa ∀x xtAx ≤ 0.
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Notar que A es definida (semidefinida) positiva ssi −A es definida (semidefinida) nega-
tiva.

Ejemplo 5.2.

q(x) = 2x21 + 2x1x2 + 2x22 = (x1 + x2)
2 + x21 + x22

= (x1, x2)

(
2 1
1 2

)(
x1
x2

)

A =

(
2 1
1 2

)
es definida positiva, en efecto, si q(x) = 0, entonces x21 = 0, x22 = 0,

luego x1 = x2 = 0.

Teorema 5.1. Supongamos que A ∈ Mnn(R) es simétrica. Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes.

1. ∀x 6= 0 x tAx > 0 (A es definida positiva)

2. Los valores propios de A son positivos.

3. Sea

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann



A(1) = [a11] A(2) =

(
a11 a12
a21 a22

)
A(3) =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 A33

 . . .

. . . A(n) = A

entonces |A(1)| = a11 > 0 , |A(2)| > 0, · · · |A(i)| > 0, · · · , |A(n)| = |A| > 0

4. El método de Gauss utilizando sólo operaciones elementales del tipo Epq(α, 1),
p < q, permite escalonar A y además los pivotes son siempre positivos.

Demostración. (1) ⇒ (2).

Sea λ un valor propio de A y v 6= 0 un vector propio correspondiente al valor propio λ.

0 < vtAv = vt(λv) = λvtv = λ‖v‖2 =⇒ λ > 0
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(2)⇒ (1). Sabemos que por ser A simétrica tiene la descomposición A = PDP t, donde
las columnas de P son una base ortonormal de vectores propios y D es la diagonal de
los valores propios respectivos. Aśı

xtAx = xtPDP tx = (P tx)tDP tx,

entonces si definimos z = P tx se tendrá que en términos de estas nuevas variables la
forma cuadrática queda

xtAx = ztDz = λ1z
2
1 + · · ·+ λnz

2
n ≥ 0,

pues los valores propios son positivos. Más aún la única forma en que esta suma de
cuadrados sea cero es que z1 = · · · = zn = 0 es decir z = 0, pero entonces P tx = 0 ⇒
x = P0 = 0 (recordemos que P−1 = P t).

(1) ⇒ (3). Sea a 6= 0 y definamos x =

( a
0
...
0

)
, entonces

0 < xtAx =
n∑
i=1

xi(Ax)i =
n∑
i=1

xi

n∑
j=1

aijxj

= a2a11,

luego a11 > 0. Sea v = (v1, . . . , vk)
t ∈ Rk, tomemos x = (v1, . . . , vk, 0, . . . , 0)t ∈ Rn

xtAx =
n∑

i,j=1

xixjaij =
k∑

i,j=1

vivjaij = vtA(k)v

si v 6= 0 se tiene x 6= 0, luego vtA(k)v = xtAx > 0 es decir A(k) es definida positiva.

De donde A(1), A(2), . . . , A(n) = A son todas definidas positivas. Pero una matriz definida
positiva tiene todos sus valores propios positivos (por lo ya demostrado). Como el
determinante es el producto de los valores propios entonces el determinante es positivo.
Luego
|A(1)| > 0, . . . , |A(n)| > 0.

(3) ⇒ (4).

Por inducción sobre i a11 > 0 es el primer pivote. En la etapa i tendremos

Ãi =



a11 ã12 · · · ã1i · · · ã1n

0 ã22
...

...
...

. . . ãi−1i−1
...

0 · · · · · · 0 ãii
...

0 · · · · · · 0 ãii+1
...

...
...

...
. . .

...
0 · · · · · · 0 ãin ãnn


=

B1 B2

B3 B4

 .
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Donde B1 : i × i, B2 : i × n − i, B3 : n − i × i, B4 : n − i × n − i. Por hipótesis de
inducción, se obtuvo Ãi mediante el algoritmo de Gauss, sin utilizar permutaciones de
filas pues todos los pivotes ã11, . . . , ãi−1i−1 son positivos. Aśı, Ãi = (

∏
k

Ek)A donde Ek

son matrices simples del tipo Ep,q(α, 1) que son invertibles y triangulares inferiores con
diagonal 1. Por tanto A = C · Ãi donde C = (

∏
k

Ek)
−1 es también triangular inferior

con unos en la diagonal. Aśı si C =
(
C1 C2
C3 C4

)
donde C1 : i × i, C2 : i × (n − i), C3 :

(n − i) × i, C4 : (n − i) × (n − i), se tendrá C2 = 0 y además C1 es triangular inferior
con diagonal 1, y por lo tanto |C1| = 1. Luego:

A =

C1 0

C2 C3

B1 B2

B3 B4

 =

 C1B1 C1B2

C2B1 + C3B3 C2B2 + C3B4

 .

Por lo tanto A(i) = C1B1, de donde 0 < |A(i)| = |C1B1| = |C1||B1| = |B1|. Por otro

lado B1 es triangular superior, luego |B1| =
i∏

j=1

ãjj, pero ã11, ã22, . . . , ãi−1i−1 > 0 se

concluye, ãii > 0. Aśı el método de Gauss no necesita intercambiar filas y además todos
los pivotes son > 0.

(4) ⇒ (1).

Como todos los pivotes son positivos y no hay que hacer intercambios de filas se tendra
que A = LDU , con L triangular inferior D diagonal y U triangular superior. U y L
tienen 1 en la diagonal y dii = ãii. Como A es simétrica U = Lt entonces

A = LDLt = (L
√
D) (
√
DLt) = RRt, con R = L

√
D

y

√
D =


√
ã11 0√

ã22
. . .

0
√
ãnn

 .

Dado que |A| = |Ã| = ã11ã22, . . . , ãnn > 0 entonces 0 < |A| = |RRt| = |R|2 luego
|R| 6= 0, y por lo tanto R es invertible y aśı su traspuesta.

xtAx = xt(RRt)x = (Rtx)tRtx = ‖Rtx‖2.

Si x 6= 0⇒ Rtx 6= 0 pues Rt es invertible luego ‖Rtx‖2 > 0 de donde xtAx > 0 si x 6= 0
es decir A es definida positiva. �

Hemos probado de paso la que toda matriz definida positiva tiene la siguiente descom-
posición.

Definición (Descomposición de Cholesky) Decimos que A ∈ Mnn(R) ad-
mite una descomposición de Cholesky si existe R matriz triangular inferior, con
diagonal estrictamente positiva tal que

A = RRt.
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Notemos que A es definida positiva ssi existe R triangular inferior con diagonal no nula
tal que:

A = RRt.

Observación: Hay que hacer una precisión sobre la propiedad 4 del teorema an-
terior. Es fácil ver que la matriz

A =

(
2 1
1 2

)
,

es definida positiva, pero si al escalonar utilizamos E12(
1
2
,−1) obtenemos la matriz

escalonada (
2 1
0 −3

2

)
,

y los pivotes no son todos positivos!. Sin embargo si utilizamos E12(−1
2
, 1) obtenemos

Ã =

(
2 1
0 3

2

)
.

Por lo tanto es importante recordar que para estudiar si una matriz es definida
positiva las operaciones elementales permitidas son Epq(α, 1).

5.2 Formas canónicas

Sea q(x) = xtAx una forma cuadrática. Como A es simétrica, entonces A = PDP t

donde P = (v1, · · · , vn) con {v1, · · · , vn} una base ortonormal de vectores propios de A
y

D =


λ1 0

λ2
. . .

0 λn

 ,

siendo λ1, . . . , λn los valores propios de A.

Sea y = P tx entonces

xtAx = xtPDP tx = ytDy =
n∑
i=1

λiy
2
i

Aśı haciendo este cambio de variables la forma cuadrática tiene la expresión

q̃(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.
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Ejemplo 5.3.

q(x) = x21 + 2x22 +
√

3x1x2 = xt

(
1

√
3
2√

3
2

2

)
x.

Consideremos A la matriz que define esta forma cuadrática.

A =

(
1

√
3
2√

3
2

2

)
,

Calculemos los valores y vectores propios:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣
(

1− λ
√
3
2√

3
2

2− λ

)∣∣∣∣∣ = (1− λ)(2− λ)− 3

4
= 0.

Luego el polinomio caracteŕıstico es

λ2 − 3λ+
5

4
= 0,

cuyas raices son

λ =
3±
√

9− 5

2
=

3± 2

2
=

{
λ1 = 5

2

λ2 = 1
2

Calculemos los vectores propios:

λ = 5
2

A− 5

2
I =

(
1− 5

2

√
3
2√

3
2

2− 5
2

)
=

(
−3

2

√
3
2√

3
2
−1

2

)
las filas son `.d. (¿ por qué?) luego

(A− 5

2
I)v = 0 ⇐⇒ −3

2
v1 +

√
3

2
v2 = 0 ⇐⇒ v2 =

√
3v1.

Sea v1 = 1, v2 =
√

3, un vector propio colineal de largo uno es:

w1 =
1

2

(
1√
3

)
.

λ = 1
2

A− 1

2
I =

(
1
2

√
3
2√

3
2

3
2

)
y por lo tanto

(A− 1

2
I)v = 0 ⇐⇒ 1

2
v1 +

√
3

2
v2 = 0⇔ v1 = −

√
3v2.
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Un vector propio de largo uno es:

w2 =
1

2

(
−
√

3
1

)
,

y una base de ortonormal de vectores propios está formada por {w1, w2}. Se tiene
que

A = PDP t =

(
1

√
3
2√

3
2

2

)
=

(
1
2
−
√
3
2√

3
2

1
2

)(
5
2

0
0 1

2

)(
1
2

√
3
2

−
√
3
2

1
2

)
.

Consideremos el cambio de variables:

y =

(
y1
y2

)
= P tx =

(
1
2

√
3
2

−
√
3
2

1
2

)(
x1
x2

)
.

La forma cuadrática en términos de y es q̃(y) = 5
2
y21 + 1

2
y22. El cambio de coordenadas

de x a y corresponde a una rotación (¿en qué ángulo?).

Volvamos al caso general. En el sistema y = P tx, la forma cuadrática se escribe como

q̃(y) =
n∑
i=1

λiy
2
i =

p∑
i=1

λiy
2
i +

r∑
i=p+1

λiy
2
i

donde:

λ1, . . . , λp son > 0, λp+1, . . . , λr son < 0, λr+1 = · · · = λn = 0.

Definamos

zi =
√
λiyi i = 1, . . . , p

zi =
√
−λiyi i = p+ 1, . . . , r

zi = yi i = r + 1, . . . , n

es decir,

z =



√
λ1 0√

λ2
. . . √

λp √
−λp+1

. . . √
−λr

1
. . .

0 1


y = Qy.
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luego tenemos z = QP tx. En las nuevas variables z, es la forma cuadrática:

q̂(z) = z21 + z22 + · · ·+ z2p − z2p+1 − z2p+2 · · · − z2r ,

donde r corresponde al rango de A. El número 2p − r = número de valores propios
positivos menos el número de valores propios negativos, es llamada la signatura.

El cambio de coordenadas y = P tx corresponde a una rotación de sistemas de coordena-
das. El cambio z = Qy corresponde a dilatar y contraer ciertas direcciones (homotecia).

En nuestro ejemplo z1 =
√

5
2
y1 z2 =

√
1
2
y2

z21 + z22 = (

√
5

2
y1)

2 + (

√
1

2
y2)

2 =
5

2
y21 +

1

2
y22

Para ubicar el nuevo sistema, con respecto al inicial, consideremos el problema en dos
etapas. En el cambio y = P tx, el eje correspondiente a “y1” está en la dirección “x” tal
que

P tx =


1
0
...
0

 luego x = P


1
0
...
0

 = v1,

la primera columma de P que corresponde al primer vector propio. De igual forma el
i-ésimo eje del sistema de coordenadas “y” es el i-ésimo vector propio vi. De igual forma
el sistema de coordenadas “z” tiene sus ejes en las direcciones v1, . . . , vn, solamente que
algunos ejes se han contráıdo y otros expandido.

Hemos probado el siguiente resultado

Teorema 5.2. Sea xtAx una forma cuadrática, existe L invertible tal que si z = Lx,
entonces en términos de las variables z la forma cuadrática se expresa como q̂(z) =
z21 + · · · + z2p − (z2p+1 + · · · + z2r ), donde r=rango A = número de valores propios 6= 0,
p = número de valores propios > 0.

5.3 Cónicas en R2

Una cónica en R2 es el conjunto solución de una ecuación del tipo

ax2 + by2 + 2cxy + dy + fx = e

o en forma matricial

(x, y)

(
a c
c b

)(
x
y

)
+ (d, f)

(
x
y

)
= e = vtAv + gtv = e,

159



donde

A =

(
a c
c b

)
, v =

(
x
y

)
, g =

(
d
f

)
Supongamos que A = PDP t, con D =

(
λ1 0
0 λ2

)
y P = (v1v2). Entonces la ecuación

de la cónica es:
e = vtPDP tv + gtv = vtPDP tv + gPP tv.

Sea u = P tv. En este nuevo sistema de coordenadas la ecuación de la cónica es:

e = utDu+ g̃tu con g̃ = P tg =

(
f̃

d̃

)
.

La expresión que toma la cónica es entonces

e = λ1u
2
1 + λ2u

2
2 + f̃u1 + d̃u2

1. λ1 = λ2 = 0 (⇐⇒ a = b = c = 0)

El conjunto solución es {(x, y) | dy+fx = e} que en general es una recta (pudiendo
ser vaćıo si d = f = 0 y e 6= 0).

2. El caso interesante es cuando λ1 6= 0 o λ2 6= 0, llamemos

u′1 = u1 − α
u′2 = u2 − β

λ1(u
′
1 + α)2 + λ2(u

′
2 + β)2 + f̃(u′1 + α) + d̃(u′2 + β) = e

λ1(u
′
1)

2 + λ2(u
′
2)

2 + u′1{2λ1α + f̃}+ u′2{2βλ2 + d̃} = ẽ

con ẽ = e− (λ1α
2 + λ2β

2 + f̃α + d̃β)

Si λ1 = 0 (λ2 6= 0) tomemos: β = − d̃
2λ2
, α = 0 se llega a la ecuación

λ2(u
′
2)

2 + f̃u′1 = ẽ.

Si f̃ = 0 (u′2)
2 = ẽ

λ2
. Aśı, el conjunto solución serán dos rectas paralelas: u′2 =

±
√

ẽ
λ2

si ẽ
λ2
≥ 0 (que en realidad es una sola si ẽ = 0) o será vaćıo si ẽ

λ2
< 0. Si

f̃ 6= 0

u′1 =
ẽ−λ2(u′2)2

f̃
, que corresponde a una parábola, en las coordenada u′1, u

′
2. El caso

λ1 6= 0 λ2 = 0 es totalmente análogo.

Falta ver el caso λ1 6= 0 y λ2 6= 0, tomamos α = − f̃
2λ1

y β = − d̃
2λ2

. En el sistema
u′1, u

′
2 tenemos la ecuación

λ1(u
′
1)

2 + λ2(u
′
2)

2 = ẽ
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3. λ1 > 0, λ2 > 0, ẽ ≥ 0; o λ1 < 0, λ2 < 0, ẽ ≤ 0 la solución es una elipse (una
circunferencia si λ1 = λ2) en el sistema u′1, u

′
2 Si λ1 > 0, λ2 > 0, ẽ < 0; o

λ1 < 0, λ2 < 0, ẽ > 0 no hay solución.

4. λ1 > 0 y λ2 < 0 podemos suponer que ẽ ≥ 0 de otra manera multiplicamos por
−1

λ1(u
′
1)

2−|λ2|(u′2)2 = ẽ, que corresponde a una hipérbola con eje de simetŕıa el eje
u′1. El caso λ1 < 0, λ2 > 0, ẽ ≥ 0 el conjunto solución es una hipérbola con eje
de simetŕıa u′2.

Notemos que en general el sistema (u1, u2) corresponde a una rotación con respecto
al eje (x, y) y sus ejes están en la dirección de los vectores propio. El sistema (u′1, u

′
2)

corresponde a una traslación o cambio de origen del sistema (u1, u2).
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Gúıa de Ejercicios

1. Escriba en forma xtAx las siguientes formas cuadráticas, en donde x =

( x1
x2
...
xn

)
:

(a) q(x) = −2x21 − 1
2
x1x2 + 5x22.

(b) q(x) = x1(2x1 − x2) + x2(3x1 + x2).

(c) q(x) = x21 + y22 − y23 − x1x2 + x1x3.

(d) q(x) = (x1 + x2)
2 − (x1 + x3)

2.

2. Señale si las matrices siguientes son definidas positivas/negativas, o ninguna de las
dos:

(a)

(
−1 1
1 −1

)
.

(b)


1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 1/2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 4

.

(c)

(
−3 1
1 −1

)
.

(d)


−1 2 1 1
2 1 1 1
1 1 0 1
1 1 1 −1

.

3. Sea A ∈Mnn(R) una matriz simétrica.

(a) Probar que v ∈ Rn es vector propio de A si y sólo si es vector propio de I −A.
Si λ ∈ R es el valor propio de A asociado a v, ¿cuál es el valor propio de I −A
asociado a v?

(b) Probar que la matriz I − A es definida positiva si y sólo si todos los valores
propios de A son menores estrictos que uno.

Gúıa de Problemas

P1. Considere la cónica de ecuación 5x2 + 5y2 + 6xy + 16x + 16y = −15. Realice el
cambio de variables que permite escribir la cónica de manera centrada y escriba
la nueva expresión (escribir expĺıcitamente el cambio de variables). Identifique la
cónica resultante y dibújela.

P2. Sea A ∈M22(R) simétrica definida postiva, b ∈ R2, c ∈ R y f : R2 → R tal que

f(x) = xtAx− btx+ c.

Se quiere minimizar f .

(a) Sea x0 = 1
2
A−1b. Pruebe que f(x) = (x− x0)tA(x− x0)− xt0Ax0 + c.

(b) Concluya que el único mı́nimo de f se alcanza en x0, i.e., que f(x) ≥ f(x0)
para todo x ∈ R2 y que la igualdad se alcanza solamente cuando x = x0-
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P3. Sea α ∈ R y considere la ecuación

αx2 + αy2 + 2(α− 1)xy −
√

2x+
√

2y = 0.

Determine todos los valores de α tales que la ecuación corresponde a:

(a) Circunferencia.

(b) Elipse.

(c) Recta o rectas.

(d) Parábola.

(e) Hipérbola.

(f) Conjunto vaćıo.

(g) Un punto.
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SEMANA :

Ingeniería Matemática

Apéndice: Producto cruz R3

Utilizaremos la siguiente notación, ya tradicional en las aplicaciones de la geometŕıa
vectorial. Sean î, ĵ, k̂ ∈ R3 los siguientes vectores:

î =

 1
0
0

 , ĵ =

 0
1
0

 , k̂ =

 0
0
1

 .

Las siguientes afirmaciones son evidentes:

1.
∥∥∥̂i∥∥∥ =

∥∥∥̂j∥∥∥ =
∥∥∥k̂∥∥∥ = 1 (Estos vectores se dicen unitarios.)

2. î ⊥ ĵ ∧ ĵ ⊥ k̂ ∧ k̂ ⊥ î (Son ortogonales entre śı.)

3.
(
∀x =

(
x1
x2
x3

)
∈ R3

)
x = x1̂i + x2̂j + x3k̂, y esta escritura es única, es decir, si

x1̂i + x2̂j + x3k̂ = y1̂i + y2̂j + y3k̂, entonces x1 = y1 ∧ x2 = y2 ∧ x3 = y3.

Observación: Las propiedades 1. y 2. se abrevian diciendo que
{̂

i, ĵ, k̂
}

es un

conjunto ortonormal en R3.

x =

x1
x2
x3



î
ĵ

k̂

x1̂i

x2ĵ

x3k̂

Mas adelante en el curso definiremos la noción de determinante, pero ahora considera-
remos la siguiente

Notación: Si a, b, c, d ∈ R, anotamos

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc ∈ R.
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Con esto podemos dar la definición:

Definición (Producto cruz) Si x =
(
x1
x2
x3

)
, y =

(
y1
y2
y3

)
∈ R3, definimos el pro-

ducto cruz o producto vectorial de x e y como el siguiente vector de R3:

x× y =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
x1 x2 x3
y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣ î− ∣∣∣∣ x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣ ĵ +

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ k̂.
Es decir, resulta el vector de R3:

x× y =

 x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1

 ∈ R3.

(Obviamente, esta última fórmula no es muy fácil de recordar, y es preferible usar la
notación de la definición dada primero, cuya operatoria está ah́ı mismo definida, para
memorizar y calcular x× y.)

Hemos aśı definido una ley de composición interna × en R3:

× : R3 × R3 −→ R3

(x,y) 7−→ x× y
.

Proposición 6.1. Se tienen las siguientes propiedades

1. (∀x,y ∈ R3) x× y ⊥ x ∧ x× y ⊥ y.

2. (∀x,y ∈ R3) x× y = −y × x (× es anti–conmutativo).

3. (∀x,y, z ∈ R3) x× (y + z) = x× y + x× z ∧ (x + y)× z = x× z + y × z (×
distribuye sobre +).

4. (∀x,y ∈ R3) (∀λ ∈ R) (λx)× y = x× (λy) = λ(x× y).

5. (∀x ∈ R3) x× x = 0.

Demostración. La demostración de estas propiedades básicas quedan propuestas co-
mo ejercicio.

Notemos que con 2, 3, 4 y 5, más el simple cálculo de

î× ĵ = k̂, ĵ× k̂ = î, k̂× î = ĵ,

se puede recuperar la fórmula con que definimos originalmente el producto cruz:
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x× y = (x1̂i + x2̂j + x3k̂)× (y1̂i + y2̂i + y3k̂)

= x1y1̂i× î + x1y2̂i× ĵ + x1y3̂i× k̂ + x2y1̂j× î + x2y2̂j× ĵ + x2y3̂j× k̂

+x3y1k̂× î + x3y2k̂× ĵ + x3y3k̂× k̂

= 0 + x1y2k̂ + x1y3(−ĵ) + x2y1(−k̂) + 0 + x2y3̂i + x3y1̂j + x3y2(−̂i) + 0

= (x2y3 − x3y2)̂i + (x3y1 − x1y3)̂j + (x1y2 − x2y1)k̂.

La siguiente es una fórmula para el producto cruz de 3 vectores. Su demostración es un
simple cálculo que omitimos.

(x× y)× z = 〈x, z〉y − 〈y, z〉x (6.1)

Notar que el producto cruz no es conmutativo (pero tiene la propiedad parecida 2) y
que desgraciadamente tampoco es asociativo. Para ilustrar cuán lejos está de serlo, está
la llamada Identidad de Jacobi, que se puede probar fácilmente a partir de la propiedad
anterior:

(
∀x,y, z ∈ R3

)
x× (y × z) + y × (z× x) + z× (x× y) = 0 (6.2)

Notemos que usando 6.2 y las propiedades anteriores resulta:

x× (y × z)− (x× y)× z = y × (x× z),

lo que indica que x× (y × z) no tiene por qué ser igual a (x× y)× z.

Veamos mas propiedades de “×”:

Proposición 6.2. (
∀x,y ∈ R3 \ {0}

)
‖x× y‖ = ‖x‖ ‖y‖ |sen θ| ,

donde θ es el ángulo entre x e y.

Demostración. Esto saldrá de la siguiente identidad, la que pedimos al lector que
tenga la paciencia de verificar (es un cálculo simple pero tedioso):(

∀x,y ∈ R3
)
〈x,y〉2 + ‖x× y‖2 = ‖x‖2 ‖y‖2 .

Una vez establecida esta identidad, y recordando que 〈x,y〉 = ‖x‖ ‖y‖ cos(θ), resulta:

‖x× y‖2 = ‖x‖2 ‖y‖2 − 〈x,y〉2

= ‖x‖2 ‖y‖2 − (‖x‖ ‖y‖ cos(θ))2

= ‖x‖2 ‖y‖2 (1− cos2(θ))

= ‖x‖2 ‖y‖2 sen2(θ).

�
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La siguiente propiedad muestra que el producto cruz representa a la dirección ortogonal
a los vectores participantes.

Proposición 6.3. Sean x,y ∈ R3 \ {0} vectores no paralelos, y sea z ∈ R3. Entonces

1. z ⊥ x ∧ z ⊥ y =⇒ (∃λ ∈ R) z = λx× y.

2. z ⊥ x× y =⇒ (∃s, t ∈ R) z = sx + ty.

Demostración. La demostración es un ejercicio, explicado en más detalle a continua-
ción. �

Ejercicio 6.1: El objetivo de este ejercicio es probar la Proposición 6.3.

1. Sean x,y, z ∈ R3 tres vectores no coplanares con el origen, es decir, que no
existe un plano que pasa por el origen y que contiene a los tres vectores x, y y
z. Pruebe que esto equivale a:

(∀s, t ∈ R) x 6= 0 + sy + tz
∧ y 6= 0 + sx + tz
∧ z 6= 0 + sx + ty

2. Pruebe que la condición anterior es equivalente a

(∀α, β, γ ∈ R) αx + βy + γz = 0 =⇒ α = β = γ = 0. (6.3)

3. Sea A ∈ M33(R) la matriz descrita por columnas como A =
[

x | y | z
]
.

Pruebe que la propiedad 6.3 equivale a que el sistema homogéneo A
[
α
β
γ

]
= 0

tiene como solución única
[
α
β
γ

]
= 0, es decir, A es invertible.

4. Concluya que tres vectores x,y, z ∈ R3 no son coplanares con el origen ssi la
matriz A =

[
x | y | z

]
es invertible.

5. Considere ahora x e y no nulos y no paralelos. Pruebe que los vectores x,y y
x× y 6= 0 son no coplanares con el origen.
Indicación: Verifique la condición 6.3.

6. Use la conclusión de la parte 3 para probar que(
∀z ∈ R3

)
(∃s, t, λ ∈ R) z = sx + ty + λx× y. (6.4)

7. Pruebe, usando la propiedad 6.4, la Proposición 6.3.
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Observación: La interpretación geométrica del resultado anterior es: Si x,y son
vectores no nulos y no paralelos en R3, x× y define la ĺınea recta (que pasa por 0)
de vectores perpendiculares a x y a y. Por otra parte los vectores perpendiculares
a x × y son exactamente aquellos del plano que pasa por el origen y tiene a x e y
como vectores directores.

x× y

y
x

L0,x,y

Π0,x,y

Un par de propiedades geométricas más de “×”:

Proposición 6.4. 1. Sean x,y ∈ R3 \ {0} vectores no paralelos. Entonces el área
del paralelógramo que definen es ‖x× y‖.

2. Sean x,y, z ∈ R3 \ {0} vectores no coplanares con 0. Entonces el volumen del
paraleleṕıpedo que definen es |〈x× y, z〉|.

Demostración. (Deberemos confiar en los conceptos intuitivos de área y volumen
que traemos de la geometŕıa escolar).

x

y

h

0
θ

0

x× y

z

y

x

ϕ H

1. El área del paralelógramo es dos veces el área del triángulo cuyos vértices son x,
y y 0. Aśı, Area = 2 · 1

2
· base · altura = 2 · 1

2
· ‖x‖h, con h = ‖y‖ sen θ. De aqúı

que Area = 2 · 1
2
· ‖x‖ ‖y‖ sen θ = ‖x‖ ‖y‖ sen θ = ‖x× y‖.

2. De la geometŕıa de colegio, el volumen del paraleleṕıpedo se calcula como el
producto del área de su base y su altura. De la parte (a), el área de la base
es ‖x× y‖. Por otra parte la altura H es la proyección de z sobre la dirección
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perpendicular al plano de x e y, con lo que H = ‖z‖ cos(ϕ), donde ϕ es el ángulo
entre x× y y z. Se obtiene finalmente entonces que Vol = ‖x× y‖ ‖z‖ cos(ϕ) =
|〈x× y, z〉|.

�

Una última propiedad del producto cruz que es necesario indicar es la llamada regla de
la mano derecha.

De x×y conocemos que apunta en la ĺınea perpendicular al plano de x e y, y que tiene
por norma ‖x‖ ‖y‖ sen θ, con θ el ángulo entre x e y. Estos datos nos dejan aún dos
opciones posibles para x×y: hacia un lado del plano de x e y o hacia el otro. La verdad
es que hacia cuál de estos dos lados se dibuja depende de cómo dibujamos los vectores
ortonormales î, ĵ, k̂ (es decir, de cómo dibujamos los tres ejes de coordenadas de R3).

Generalmente se conviene en dibujarlos de modo que si en el plano de î, ĵ (el plano

x1 − x2) hacemos los dedos de la mano derecha girar rotando de î hacia ĵ, k̂ apunta en
la misma dirección del pulgar.

î ĵ

k̂

Con esta convención resulta también que, si x,y ∈ R3 \{0} son no paralelos y hacemos
girar los dedos de la mano derecha en el plano definido por x e y, desde x hacia y, el
pulgar apunta en la dirección de x× y.

x× y

y

x x× y

x

y

Hay que indicar, sin embargo, que si alguien prefiriese dibujar los ejes como:

x3

x2x1

î ĵ

k̂

entonces los productos cruz cumpliŕıan una regla de la mano izquierda. Nosotros segui-
remos la convención universalmente aceptada, dibujando los ejes del primer modo que
mencionamos, y nuestros productos cruz se dibujarán siempre según la regla de la mano
derecha.
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