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[Suplementos]
Sean V' un R-espacio vectorial de dimension n € Ny U C V un subespacio vectorial de dimensiéon n — 1.

i) Pruebe que para todo v ¢ U, el subespacio generado por v es suplemento de U en V. ii) Sea S subespacio de

V no contenido en U. Pruebe que S+ U =V y calcule la dimensiéon de S NU en funcién de la dimensiéon de S.

[Polinomios]
Sea Ps el espacio vectorial de los polinomios de grado a lo méas 3 con coeficientes en R.

a) Considere los siguientes conjuntos U, V' contenidos en Ps:
U= {p(a:) = Zaixz € Ps | Zai =0A Z(—l)’ai = O}
i=0 i=0 i=0

3
V= {p(l‘) = Zai-ri € Ps | ag = 2a1 N\ ag = 2&3}

i=0
i) Pruebe que U y V son subespacios vectoriales de Ps. Encuentre una base y determine la dimension de los
conjuntos ii) U y V,iii) UNV y iv) U + V. v) Argumente si el taltimo conjunto es o no suma directa.

b) Supodngase que S C P3 es subespacio vectorial y que B = {x2 +ar+1l23 423+ 1} es base de S. Encuentre
un subespacio W C P3 y de una base de W de modo que S @ W = P3
[Flashback]

Anteriormente se prob6 que U = {M = (ch 2) € M (R): M ((1) i) = <(1) D M} es un s.e.v. de Mas (R).

a) De una base de U y calcule su dimension.

b) Si T es un subespacio vectorial de Mg (R) tal que U & T = Mag (R), determine la dimension de 7.
c) Considere Z = <{ <(1) 8) : (8 (1)> }> Justifique si Mg (R) =U @ Z.

[Matrices]|
Sea M, (R) el conjunto de matrices de n filas y n columnas con entradas a valores en R. Para A € M,,,, (R) y
V' un subespacio vectorial de R™ se define A(V) :={Ax |z € V}.

a) Muestre que si A(V) esta bien definido entonces también es subespacio vectorial de R™.

b) Considere U, W subespacios vectoriales de R™ que satisfacen U & W = R™. Pruebe que A € M,, (R) es
invertible si y solo si A(U) y A(W) son suplementarios en R™.
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» [Caracterizacion de espacio vectorial]: Sean

(V,+v) un grupo abeliano, (K,+g,x) un cuerpo,
xy: K x V — V ley de composiciéon externa tal que
(V(B,v) e KxV): v e V. Luego (V,+v,*y) es
espacio vectorial sobre el cuerpo K (también dicho K-
espacio vectorial) si y solo si (Vo, 8 € K) (Vu,v € V)
se cumple que:

i) (a+xB)*svv=a*yv +v B*ryv
i) axy (utyvv) =a*yu +y axyv
iii) axy (B*xy V) = (a -k B) *v v

iv) lx,*v v =10

[Subespacio vectorial]: Sea un espacio vectorial V'
sobre un cuerpo K. Se dice que U es subespacio vecto-
rial de V si y solo si se cumple:

) U A

i) UCV

iii) Vu,veU):u+velU

iv) (VBeK)NVuelU):BueclU

[Interseccion de subespacios vectoriales|: Sea F
un espacio vectorial definido sobre algtin cuerpo. Sean
U,V subespacios vectoriales de F, entonces U NV es
subespacio vectorial de F.

[Caracterizacion de subespacios vectoriales]: Sea
V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Enton-
ces U es subespacio vectorial de V si y solo si
Vu,veU)(VBeK):u+pvel.

[Independencia lineal]: Sean {v;}}; C V. Los vec-
tores {v;}7; son linealmente independientes si y
n

solo si Z*Bivi =0 = B =0,Vi € [1.n]. De lo
i=1

contrario, se diran linealmente dependientes.

[Conjunto generador]: Sea V un espacio vectorial

sobre K. Diremos que los vectores {vy, - ,v,} C V

generan V si y solo si ({vy,-+-,v,}) = V, es decir,

(Vo € V) B{Bi}i1 €K) 1o =300, Bivie

[Base]: Sea V' un espacio vectorial sobre K. El conjunto
de vectores {vy,--- ,v,} €V se dice base de V siy solo
si {v;}_; es un conjunto linealmente independiente y
genera a todo el espacio V = ({vy, -+ ,v,}).

Principales definiciones y propiedades

[Dimensién|: Sea V' un K-espacio vectorial y n € N.
Su dimension es n (finita) ssi admite una base de car-
dinalidad n; en caso de que no exista una base finita,
se dird que tiene dimensiéon infinita. Si U es s.e.v. de
V entonces dim(U) < dim(V). Si dim(U) = dim(V)
entonces U = V.

[Convencién]: El conjunto vacio es linealmente inde-
pendiente y {0} es el subespacio més pequeflo que lo
contiene, por lo que el conjunto vacio es la base del
espacio vectorial {0}. Se tiene que dim ({0}) = 0.

[Obtener bases]: Sea V' un K-espacio vectorial.

e De un conjunto generador de V', siempre es posi-
ble extraer un subcojunto que sea base de V.

e Si se tiene una base de tamano n y conjunto cual-
quiera de tamano k tal que k£ > n, entonces el
conjunto es linealmente dependiente (pueden ex-
traerse vectores hasta obtener una base de V).

e Sila dimension de V' es n < oo y se tiene un con-
junto linealmente independiente de n elementos,
entonces dicho conjunto es base de V.

e Sila dimension de V es n < oo y se tiene un con-
junto linealmente independiente de k elementos
con k < n, entonces existen n — k vectores que
agregar al 1.i. para que sea base de V.

[Suma de subespacios vectoriales]: Sean U, W
subespacios vectoriales de V' un K-espacio vectorial,
entonces la suma de dichos subespacios vectoriales
es otro subespacio vectorial de V', y se define por:
U+W:={weV]|v=utwueclUAweW}

[Suma directa]: Sean U, W subespacios vectoriales de
V' un K-espacio vectorial. Z = U + W es suma directa
si y solo si todo vector de z € Z se escribe de manera
dnica como z = u+w para algin v € U,w € W. En tal
caso se anota Z = U@ W y se caracteriza por satisfacer
U+W=ZyUNW = {0}. Si Z =V entonces U y
W se llaman suplementarios.

[Dimensién de sumas|: Sean U, W subespacios vec-
toriales de V un K-espacio vectorial. Entonces:

o V=U+W = dim (V) = dim (U)+dim (W) -
dim (U N'W)
e V=UaW = dim (V)= dim (U) + dim (W)




