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[Encontrar una base]
Se tiene el siguiente conjunto de vectores de R*:

1 -1 0 1

-1 2 1 0
T_< 21710 |"2]]|4 >

0 1 1 1

Encuentre una base y la dimensién de T

[Extender una base]

Considere C = {2502 — 1,22 +1, 3} un subconjunto del espacio vectorial Py (R) de los polinomios de grado menor
o igual a 2 con coeficientes reales. Sea W el subespacio generado por C, es decir, ({2;1:2 — 1,22 41, 3}) Encuentre
un subconjunto de C que sea base de W, y extienda dicha base de W a una base de P2 (R).

[Completar una base]

Considere U := {M € My, (R) | Mv =0} para v € R" dado. i) Pruebe que U es un subespacio vectorial de
Mun (R). ii) Para el cason =2y v = (1 1) € R?, encuentre una base de U e indique la dimensién de dicho
espacio vectorial. iii) Complete la base obtenida en la parte anterior a una de Mag (R).

[Generando ando]

a) Sea V un K-espacio vectorial y considere w,v,w vectores en V tales que u = 2v — w. Se denomina W al
subespacio vectorial generado por esos vectores, vale decir, W = ({u,v, w}). Demuestre que dim(W) < 3.

b) Sea V un K-espacio vectorial y considere u, v vectores diferentes en V. Se denomina W al subespacio vectorial
generado por los vectores u,u — v,u + v, vale decir, W = ({u,u — v,u + v}). Muestre que 1 < dim(W) < 2.

[El pasado y el presente]
Considere el sistema lineal Ma = u, con M € My, (R), z,u € R*, definido por:

r+2y+3z+4w =1
y+z+w=2
z+y+z4+w=3
y+z+ow=_,

a) Determine condiciones sobre los parametros reales «, 8 de forma que: i) El sistema no admita solucion. ii) El
sistema tenga infinitas soluciones; explicite el conjunto solucion. iii) El sistema tenga tnica solucion. b) Indique
las condiciones que debe cumplir o para que las columnas de la matriz M formen una base de R?.
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» [Caracterizacion de espacio vectorial]: Sean

(V,+v) un grupo abeliano, (K,+g,x) un cuerpo,
xy: K x V — V ley de composiciéon externa tal que
(V(B,v) e KxV): v e V. Luego (V,+v,*y) es
espacio vectorial sobre el cuerpo K (también dicho K-
espacio vectorial) si y solo si (Vo, 8 € K) (Vu,v € V)
se cumple que:

i) (a+xB)*svv=ax*xyv +y B*yv
ii) axy (u+vv)=a*xyu +v axyv
iii) axy (B*y V)= (axB) *vv

iv) Ix sy v=v

[Subespacio vectorial]: Sea un espacio vectorial V'
sobre un cuerpo K. Se dice que U es subespacio vecto-
rial de V' si y solo si se cumple:

) UAD

i) UcCcV

iii) (Vu,veU):u+velU

iv) VBeK)(VueU):pueclU

[Interseccién de subespacios vectoriales|: Sea E
un espacio vectorial definido sobre algtin cuerpo. Sean
U,V subespacios vectoriales de F, entonces U NV es
subespacio vectorial de F.

[Caracterizaciéon de subespacios vectoriales]: Sea
V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Enton-
ces U es subespacio vectorial de V si y solo si
(Vu,veU) (VB eK):u+pPvel.

[Combinacién lineal]: Sea V un espacio vectorial
sobre K. Sea {v;}.; C V una colecciéon de vectores

y {Bi}’-; € K una coleccion de escalares. El vector
n

v = Z Biv; € V se denomina combinacion lineal.
i=1
[Ser combinacion lineal|: Un vector v € V se dice
combinacion lineal de los vectores {v;}1; C V siy solo
n

si existen {8;}7~; C K tales que u = Z Biv; € V.

i=1
[Subespacio vectorial generado por un conjun-
to]: El conjunto de todas las combinaciones lineales
de los vectores {v;}_; C V, también denominado el
conjunto generado por dichos vectores, se define por:

<{Ulv"' 7Un}> = {'UGV:'UZETL:BHJZ',BZ' GK}
i=1

Principales definiciones y propiedades

o ({vy, - ,u,}) es el subespacio vectorial de V maés
pequenio que contiene a los vectores {v;}7, C V.

[Independencia lineal]: Sean {v;}? ; C V. Los vec-
tores {v;}_; son linealmente independientes si y
n

solo si Zﬁivi =0 = f(; =0,Yi € [1.n]. De lo
i=1
contrario, se diran linealmente dependientes.

[Conjunto generador]: Sea V un espacio vectorial
sobre K. Diremos que los vectores {vy, -+ ,v,} C V
generan V si y solo si ({vg, -+ ,v,}) = V, es decir,
Vo eV)(FHBite, CK) o= Biv;.

[Base]: Sea V un espacio vectorial sobre K. El conjunto
de vectores {vy, -+ ,v,} €V sedice base de V siy solo
si {v;}}'_; es un conjunto linealmente independiente y
genera a todo el espacio V- = ({v1, -+ ,v,}).

[Dimensién|: Sea V' un K-espacio vectorial y n € N.
Su dimension es n (finita) ssi admite una base de car-
dinalidad n; en caso de que no exista una base finita,
se dird que tiene dimension infinita. Si U es s.e.v. de
V entonces dim(U) < dim(V). Si dim(U) = dim(V)
entonces U = V.

[Convencién]: El conjunto vacio es linealmente inde-
pendiente y {0} es el subespacio més pequefio que lo
contiene, por lo que el conjunto vacio es la base del
espacio vectorial {0}. Se tiene que dim ({0}) = 0.

[Obtener bases]: Sea V un K-espacio vectorial.

e De un conjunto generador de V', siempre es posi-
ble extraer un subcojunto que sea base de V.

e Si se tiene una base de tamano n y conjunto cual-
quiera de tamano k tal que k > n, entonces el
conjunto es linealmente dependiente (pueden ex-
traerse vectores hasta obtener una base de V).

e Sila dimension de V es n < oo y se tiene un con-
junto linealmente independiente de n elementos,
entonces dicho conjunto es base de V.

e Sila dimension de V' es n < 0o y se tiene un con-
junto linealmente independiente de k elementos
con k < n, entonces existen n — k vectores que
agregar al 1.i. para que sea base de V.




