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En el presente documento se tienen los principales resultados que deben manejar para el primer control del cur-
so. Recuerden que no solo importa conocer las definiciones, propiedades y teoremas, sino que también es necesario
comprenderlas en profundidad y saber como aplicarlas. Confien en sus conocimientos y éxito en su estudio (:

Matrices y sus propiedades

» [Matriz]: Una matriz A € M, (K) es una tabla [1..n] x [L..m] (la primera fila de A es la primera
de doble entrada con m filas y n columnas, repre- columna de A y asi sucesivamente).
ail aija ... Qin
as1 a2 ... Qp o VA € Mpy (K)7 B € My, (K)7 C €
sentada por : A : donde cada M (K): (AT)T — Ay (BO) = CTBT,
dml  dm2 ... Omn » [Definiciéon de algunas matrices cuadradas:

coeficiente o entrada a;; € K (Vi,j € [1..n]) donde
K puede ser R o C. Dos matrices son iguales si y
solo si coinciden en dimensiéon y entradas.

A € My, (K) se dice triangular superior si sus
coeficientes son nulos por debajo de la diagonal
(aj; = 0 Vi > j); se dice triangular inferior si

» [Estructuras de matrices y operatorial: sus coeficientes son nulos por sobre la diagonal

(Mnn (K) , +) tiene estructura de grupo abeliano, (a5 =0 Vz: < ] ); se dic.e dla,gonal si ©s trian-
con la matriz nula como neutro aditivo e inverso gular superior e inferior simultdneamente i.e. solo
aditivo definido como la matriz de valores opues- tiene coeficientes en diagonal (ai; = 0Vi # j);

se dice simétrica si verifica A = AT equivalente a
a;j = aj; Vi,j € [1..n]; se dice identidad si es dia-
gonal y cada una de sus entradas no nulas es igual
al (a;; =1Vi=j),y es el neutro multiplicativo.

tos. (Mpn (K), 4+, ) es un anillo no conmutativo y
con divisores de cero, de unidad igual a la matriz
identidad; no todos los elementos tienen inverso
multiplicativo, pero en caso de que exista, se tiene
unicidad. Se cumple la asociatividad, distributivi-

e DT = D si D es diagonal.
dad por ambos lados y factorizacién de escalares: &

e Si A es diagonal con a;; # 0 Vi < n, entonces

e A(BC)=(AB)C es invertible y su inversa también es diagonal
1
e A(B+puC)=AB+ pAC con (A’l)ii = — Vi <n.
@jj
definidas respe'zctivan?ente para A, B,C' matrices e Producto de matrices triangulares inferiores
t.q. sus operaciones tienen sentido y p un escalar. (superiores) es triangular inferior (superior).
» [Producto matricial]: Sean A € M,,, (K) y e Para A, B € M, (K) invertibles, entonces:
B € M, (K), entonces el producto AB = C' se o (A1) es invertible y (A_l)—l — 4
define en M, (K) y sus coeficientes se definen _ ) 1 L
r o AB es invertible y (AB)”" = B~1A~L
por ¢;j = Zaikbkj V(i,j) € [1..m] x [1..n]. Notar o V¥n >0 (A7)~ = (A",
k=1 . . -1 _\T
que la multiplicacién de matrices no conmuta. o AT es invertible y (AT) " = (A71)".

= [Matriz traspuesta]: AT € M,,,, (K) denota a la » [Potencias de una matriz|: Para A € M,,, (K)
matriz traspuesta de A € M,,,, (K), que intercam- se definen sus potencias de manera recursiva con

bia sus filas por columnas i.e. aiTj = aj; V(i,j) € AV =Ty A" = AA™ ! vn > 1.
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Sistemas lineales, matrices elementales y criterios de invertibilidad

» [Definicién de algunas matrices cuadradas]: A € = Un sistema con m ecuaciones y n incognitas se puede

Mn (K) se dice triangular superior si sus coefi-
cientes son nulos por debajo de la diagonal (a;; =
0 Vi > j); se dice triangular inferior si sus coeficien-
tes son nulos por sobre la diagonal (a;; = 0 Vi < j);
se dice diagonal si es triangular superior e inferior si-
multdneamente i.e. solo tiene coeficientes en diagonal
(ai; = 0 Vi # j); se dice simétrica si verifica A = AT
equivalente a a;; = aj; Vi,j € [1..n]; se dice identidad
si es diagonal y cada una de sus entradas no nulas es
igual a 1 (a;; =1 Vi = j), y es el neutro multiplicativo.

[Matriz elemental de permutacion]: Para n € N
fijo y p, ¢ < n se define la matriz I, € M,,, (R) como
la matriz identidad de n x n luego de que se le permu-
taran las filas p y ¢. Por esto I, solo tiene entradas
uno en la diagonal, salvo por las filas p y ¢: el 1 de la
fila p esté en la columna ¢, y el 1 de la fila ¢ esté en la
columna p.

Ip,q es invertible y (Ipq)_1 = Ipq.

Con lo anterior, para A, B matrices con dimensiones
para que el producto esté bien definido: I,4A resulta
en la matriz A con las filas p y ¢ permutadas, y Bl
resulta en la matriz B con las columnas p y ¢ permu-
tadas.

[Matriz elemental de suma]: Paran € Ny A € R
fijos, y p,qg < n tal que p < ¢, se define la matriz
Epq(N) € My, (K) como la matriz identidad de n x n
de entrada A en la posicion (g, p).

Epy(N) es invertible y (Epg(A) ™" = Epg(—\).

Con lo anterior, para A, B matrices con dimensiones
para que el producto esté bien definido: Epq(A)A resul-
ta en la matriz A tal que a la fila ¢ se le sumo la fila p
ponderada por A, y BE,,()) resulta en la matriz B tal
que a la columna p se le sumo6 la columna ¢ ponderada
por A.

expresar de forma matricial como:

ail ai12 . QA1n X1 bl
a21 az2 ... Q2n €2 bo
Aml Am2  --- Qmn Tn, by,

[Matriz escalonada]: Para A € M, (K), la matriz
escalonada asociada a la matriz A se define por A y
es tal que en cada columna existe un indice que ba-
rre por las filas tal que, a partir de dicho indice, solo
hay ceros como entradas en la columna (o bien, que
antes de dicho indice, hay entradas no nulas en la co-
lumna); este indice va aumentado en la medida que se
barre por las columnas. Esto provoca se visualice una
forma de “escalones” en la matriz. Esta matriz A se
obtiene mediante la premultiplicaciéon de A por matri-
ces elementales (de suma o de permutacion de filas):

A= (H] Qj) A. Las entradas de cada columna en ta-

les que arriba las entradas son no nulas y abajo son
nulas se llaman pivotes.

[Sistemas equivalentes]: Dada una matriz C' inver-
tible, entonces: a € K"es solucion dedx = b <—
aes solucion de (CA)xz = Cb. Esto permite concluir
que los sistemas Az = by Az = b.

[Teorema que caracteriza unicidad e invertibi-

lidad de un sistema matricial cuadrado]: Sea

A € My, (K). Entonces las siguientes son equivalen-
n

tes A es invertible, H ay; # 0y Ax = b tiene solucion
i=0
dnica Vb € K™.
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» [Caracterizacion de espacio vectorial]: Sean

(V,+v) un grupo abeliano, (K,+g,x) un cuerpo,
xy: K x V — V ley de composiciéon externa tal que
(V(B,v) e KxV): v e V. Luego (V,+v,*y) es
espacio vectorial sobre el cuerpo K (también dicho K-
espacio vectorial) si y solo si (Vo, 8 € K) (Vu,v € V)
se cumple que:

i) (a+xB)*svv=ax*xyv +y B*yv
ii) axy (u+vv)=a*xyu +v axyv
iii) axy (B*y V)= (axB) *vv

iv) Ix sy v=v

[Subespacio vectorial]: Sea un espacio vectorial V'
sobre un cuerpo K. Se dice que U es subespacio vecto-
rial de V' si y solo si se cumple:

) UAD

i) UcCcV

iii) (Vu,veU):u+velU

iv) VBeK)(VueU):pueclU

[Interseccién de subespacios vectoriales|: Sea E
un espacio vectorial definido sobre algtin cuerpo. Sean
U,V subespacios vectoriales de F, entonces U NV es
subespacio vectorial de F.

[Caracterizaciéon de subespacios vectoriales]: Sea
V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Enton-
ces U es subespacio vectorial de V si y solo si
(Vu,veU) (VB eK):u+pPvel.

[Combinacién lineal]: Sea V un espacio vectorial
sobre K. Sea {v;}.; C V una colecciéon de vectores

y {Bi}’-; € K una coleccion de escalares. El vector
n

v = Z Biv; € V se denomina combinacion lineal.
i=1
[Ser combinacion lineal|: Un vector v € V se dice
combinacion lineal de los vectores {v;}1; C V siy solo
n

si existen {8;}7~; C K tales que u = Z Biv; € V.

i=1
[Subespacio vectorial generado por un conjun-
to]: El conjunto de todas las combinaciones lineales
de los vectores {v;}_; C V, también denominado el
conjunto generado por dichos vectores, se define por:

<{Ulv"' 7Un}> = {'UGV:'UZETL:BHJZ',BZ' GK}
i=1

Espacios vectoriales, subespacios vectoriales, independencia lineal, generadores y bases

o ({vy, - ,u,}) es el subespacio vectorial de V maés
pequenio que contiene a los vectores {v;}7, C V.

[Independencia lineal]: Sean {v;}? ; C V. Los vec-
tores {v;}_; son linealmente independientes si y
n

solo si Zﬁivi =0 = f(; =0,Yi € [1.n]. De lo
i=1
contrario, se diran linealmente dependientes.

[Conjunto generador]: Sea V un espacio vectorial
sobre K. Diremos que los vectores {vy, -+ ,v,} C V
generan V si y solo si ({vg, -+ ,v,}) = V, es decir,
Vo eV)(FHBite, CK) o= Biv;.

[Base]: Sea V un espacio vectorial sobre K. El conjunto
de vectores {vy, -+ ,v,} €V sedice base de V siy solo
si {v;}}'_; es un conjunto linealmente independiente y
genera a todo el espacio V- = ({v1, -+ ,v,}).

[Dimensién|: Sea V' un K-espacio vectorial y n € N.
Su dimension es n (finita) ssi admite una base de car-
dinalidad n; en caso de que no exista una base finita,
se dird que tiene dimension infinita. Si U es s.e.v. de
V entonces dim(U) < dim(V). Si dim(U) = dim(V)
entonces U = V.

[Convencién]: El conjunto vacio es linealmente inde-
pendiente y {0} es el subespacio més pequefio que lo
contiene, por lo que el conjunto vacio es la base del
espacio vectorial {0}. Se tiene que dim ({0}) = 0.

[Obtener bases]: Sea V un K-espacio vectorial.

e De un conjunto generador de V', siempre es posi-
ble extraer un subcojunto que sea base de V.

e Si se tiene una base de tamano n y conjunto cual-
quiera de tamano k tal que k > n, entonces el
conjunto es linealmente dependiente (pueden ex-
traerse vectores hasta obtener una base de V).

e Sila dimension de V es n < oo y se tiene un con-
junto linealmente independiente de n elementos,
entonces dicho conjunto es base de V.

e Sila dimension de V' es n < 0o y se tiene un con-
junto linealmente independiente de k elementos
con k < n, entonces existen n — k vectores que
agregar al 1.i. para que sea base de V.




