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P1. [Subespacios vectoriales]
a) Se define H = {H = (hij) € Mpn (R) | hij =0 Vi > j 4 1}. Muestre que H es un s.e.v. de My, (R).

b) Considere U = {M = <CCL Z) € My (R): M <é i) = (é 1) M} Pruebe que U es un s.e.v. de Mas (R).

c) Se denota por Py [z] al espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales de grado a lo mas 4.
Sea W = {q(z) € Ps[2] | q(z) = B+ 2vx + 3B82* + 2vya> + Ba*, 3,7 € R}. Prucbe que W es s.e.v. de Py [z].

P2. [Independencia lineal]
a) Sean u,v,w € R™ vectores distintos, y considere los conjuntos U = {u,v,w} y V = {u — v,u + v,u — 2v + w}.
Demuestre que U es linealmente independiente si y solo si V' es linealmente independiente.

b) Sea P, [z] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado a lo més n. Sean p, q € P, [z]
tales que {p, q} es L.i.. Demuestre que {p,q,p - ¢} es Li. si y solo si grado (p) > 1 y grado (¢q) > 1.

c) Sea V un espacio vectorial, y n € N fijo. El objetivo de este problema es comprender las operaciones para
preservar la dependencia lineal entre un conjunto finito de vectores.

i) Considere {v;};" ; € V un con conjunto de vectores linealmente dependientes. Muestre que el conjunto
{vi}i, U{v} sigue siendo linealmente dependiente Vv € V.

ii) Considere {v;};~; € V un con conjunto de vectores linealmente independiente. Muestre que el conjunto
{vitiz; \ {v} sigue siendo linealmente independiente Vk € [1..n].

P3. [Generadores]
a) Sea Ps[z] el conjunto de polinomio a coeficientes reales de grado a lo méas 3. Sean ¢, g2, g3 € P3 [z] tal que:
qi(x) = 1+ 622, qo = 4z, g3(x) = 1 + 3z + 5z

Muestre que dichos polinomios generan el espacio Pz [z].

3
b) Sea W = {A € Ms3(R) | A es simétrica yz ag; = 0} y considere las siguientes matrices de M3z (R):
i=0
010 0 01 0 0O 1 0 O 00 0
M=|1 0 0] V=000 A=|0 0 1| D=0 0 0 T=101 0
0 01 1 00 010 0 0 -1 0 0 -1

i) Pruebe que {M,V, A, D, T,} es linealmente independiente. ii) Pruebe que W = ({M,V, A, D,T}).
iii) (propuesto) Demuestre que W es s.e.v. de M33 (R).
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Principales definiciones y propiedades

y {Bi}i~; € K una coleccion de escalares. El vector
n

» [Caracterizacion de espacio vectorial]: Sean

(V,+v) un grupo abeliano, (K,+g,x) un cuerpo,
xy: K x V — V ley de composiciéon externa tal que
(V(B,v) e KxV): v e V. Luego (V,+v,*y) es
espacio vectorial sobre el cuerpo K (también dicho K-
espacio vectorial) si y solo si (Vo, 8 € K) (Vu,v € V)
se cumple que:

i) (a+xB)*xyv=a*xyv +y B*yv
il) a*xy (u+yv) =a*xyu +y axyv
lii) Qxy (ﬁ *y V) = (a ‘K ﬁ) Xy U
iv) Ix sy v=v
[Subespacio vectorial]: Sea un espacio vectorial V'
sobre un cuerpo K. Se dice que U es subespacio vecto-
rial de V si y solo si se cumple:
i) U#0
i) UcCV
iii) Vu,veU):u+velU
iv) VBeK)VuelU):puclU
[Interseccion de subespacios vectoriales|: Sea E
un espacio vectorial definido sobre algtin cuerpo. Sean

U,V subespacios vectoriales de F, entonces U NV es
subespacio vectorial de F.

[Caracterizaciéon de subespacios vectoriales]: Sea
V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Enton-
ces U es subespacio vectorial de V si y solo si
Vu,veU) (VB eK):u+pvel.

[Combinacién lineal]: Sea V un espacio vectorial
sobre K. Sea {v;}?; C V una coleccién de vectores

v = E Biv; € V se denomina combinacion lineal.
i=1
[Ser combinacién lineal]: Un vector u € V se dice
combinacion lineal de los vectores {v;}?" ; C V siy solo
n

si existen {f;}7; C K tales que u = Z Biv; € V.

i=1
[Subespacio vectorial generado por un conjun-
to]: El conjunto de todas las combinaciones lineales
de los vectores {v;}}_; C V, también denominado el
conjunto generado por dichos vectores, se define por:

({v1,---,on}) = {Ue ViU:Zﬂi%ﬁi EK}

i=1

o ({vy, -+ ,v,}) es el subespacio vectorial de V maés
pequeiio que contiene a los vectores {v;}7_; C V.

[Independencia lineal]: Sean {v;}? ; C V. Los vec-
tores {v;}"_, son linealmente independientes si y
n

solo si Zﬁﬂh’ =0 = pB; =0,Vi € [1.n]. De lo
i=1

contrario, se dirdn linealmente dependientes.

[Conjunto generador]: Sea V' un espacio vectorial

sobre K. Diremos que los vectores {vy, -+ ,v,} C V

generan V si y solo si ({vg, -+ ,v,}) = V, es decir,

(Vo e V) (3{Biti, CK) 1o =320, Bivi.

[Base]: Sea V' un espacio vectorial sobre K. El conjunto
de vectores {vy,- -+ ,v,} C V se dice base de V siy solo
si {v;}, es un conjunto linealmente independiente y
genera a todo el espacio V = ({vy, -+ ,v,}).




