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P1. [Invirtiendo segin Gauss]

1 0 p
Sea la matriz M = | 0 1 0 |. Demuestre que M es invertible si y solo si u? # 1 y calcule su inversa.
p 01
P2. [Reescribiendo una matriz]
1 0 3
Determine la descomposiciéon LDU de la matrizT = |0 3 2
1 -9 -1

P3. [Otro sistema lineal]
Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

z+2y+z+3w=1
r+3y+z+B-a)w=a
z+z+ (a+5w=_,
z+ 3y + 2243w =2a+4

Determine condiciones sobre los pardmetros «, § de forma que: i) El sistema no admita solucién. ii) El sistema
tenga infinitas soluciones; explicite el conjunto solucion. iii) El sistema tenga tunica solucion; calcilela para
a =1= f, y justifique si la matriz asociada al sistema es invertible (de ser asi, calcule su inversa).

P4. [Espacios vectoriales]

a) Sea (E,+,-) un espacio vectorial sobre un cuerpo (K, +g, k). Se define la ley de composicion interna & en
E x E tal que (V(u,v),(u,v") € EXE) : (u,v) ® (v,v") = (u+u,v+1"), asi como la ley de composicion
externa ® en K x E? de modo que (V3 € K) (V(u,v) € EXE): 80 (u,v) = (8- u,v).

Demuestre que E x E dotado de las operaciones anteriores es un espacio vectorial sobre K.

P5. [Unicidad de la descomposicion L(ower)D (iagonal)U(pper)]

a) Demuestre que si A € My, (R) admite una descomposicion LDU, entonces esta es tnica. Utilice que, por
definicién, L es matriz triangular inferior con entradas 1 en la diagonal, D es matriz diagonal invertible
(formada por los pivotes del escalonamiento) y U es matriz triangular superior con entradas 1 en la diagonal.

b) Demuestre que si ademéas A es simétrica, entonces L = U™
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» [Definicién de algunas matrices cuadradas|: A €
Mn (K) se dice triangular superior si sus coefi-
cientes son nulos por debajo de la diagonal (a;; =
0 Vi > j); se dice triangular inferior si sus coeficien-
tes son nulos por sobre la diagonal (a;; = 0 Vi < j);
se dice diagonal si es triangular superior e inferior si-
multdneamente i.e. solo tiene coeficientes en diagonal
(ai; = 0 Vi # j); se dice simétrica si verifica A = AT
equivalente a a;; = aj; Vi,j € [1..n]; se dice identidad
si es diagonal y cada una de sus entradas no nulas es
igual a 1 (a;; =1 Vi = j), y es el neutro multiplicativo.

» [Matriz elemental de permutacion|: Para n € N
fijo y p, ¢ < n se define la matriz I,, € M, (R) como
la matriz identidad de n x n luego de que se le permu-
taran las filas p y ¢. Por esto I, solo tiene entradas
uno en la diagonal, salvo por las filas p y ¢: el 1 de la
fila p esté en la columna g, y el 1 de la fila g esté en la
columna p.

Ip,q es invertible y (Iqu1 =Ip,.

Con lo anterior, para A, B matrices con dimensiones
para que el producto esté bien definido: I,4A resulta
en la matriz A con las filas p y ¢ permutadas, y Bl
resulta en la matriz B con las columnas p y ¢ permu-
tadas.

» [Matriz elemental de sumal: Paran e Ny A ¢ R
fijos, vy p,g < n tal que p < ¢, se define la matriz
Ep(N) € My, (K) como la matriz identidad de n x n
de entrada A en la posicion (g, p).

Epq(X) es invertible y (Epg(A) ™" = Epg(—X).

Con lo anterior, para A, B matrices con dimensiones
para que el producto esté bien definido: Epq(A)A resul-
ta en la matriz A tal que a la fila ¢ se le sumo la fila p
ponderada por A, y BE,,()) resulta en la matriz B tal
que a la columna p se le sumo la columna ¢ ponderada
por A.

= Un sistema con m ecuaciones y n incognitas se puede
expresar de forma matricial como:
a1 ai2 N A1n T bl
a1 a22 PN a2n o bg

Principales definiciones y propiedades

= [Matriz escalonadal: Para A € M, (K), la matriz
escalonada asociada a la matriz A se define por A y
es tal que en cada columna existe un indice que ba-
rre por las filas tal que, a partir de dicho indice, solo
hay ceros como entradas en la columna (o bien, que
antes de dicho indice, hay entradas no nulas en la co-
lumna); este indice va aumentado en la medida que se
barre por las columnas. Esto provoca se visualice una
forma de “escalones” en la matriz. Esta matriz A se
obtiene mediante la premultiplicacién de A por matri-
ces elementales (de suma o de permutacion de filas):

A= (H] Qj> A. Las entradas de cada columna en ta-

les que arriba las entradas son no nulas y abajo son
nulas se llaman pivotes.

= [Sistemas equivalentes]: Dada una matriz C' inver-
tible, entonces: a € K"es solucion dedx = b <~
aes solucion de (CA)xz = Cb. Esto permite concluir
que los sistemas Az =by Az =b.

= [Teorema que caracteriza unicidad e invertibi-
lidad de un sistema matricial cuadrado]: Sea
A € My, (K). Entonces las siguientes son equivalen-

n

tes A es invertible, H ay; # 0y Ax = b tiene solucion
i=0
dnica Vb € K™.

» [Caracterizacién de espacio vectorial]: Sean
(V,4+v) un grupo abeliano, (K,+k, k) un cuerpo,
xy: K x V — V ley de composiciéon externa tal que
(V(B,v) eKxV): Bxv e V. Luego (V,+v,*y) es
espacio vectorial sobre el cuerpo K (también dicho K-
espacio vectorial) si y solo si (Va, 8 € K) (Vu,v € V)
se cumple que:

o (at+gB)xyv=axyv +y B*yv
e axy (Uutyv)=a*xyu +y axyv

o axy (Bry V)= (axpB)*vv

IK'K Xy U =0




