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Dada A € M,,,(C), definimos la matriz adjunta de A, A%, de la signiente forma:
Wk, £ (AY) e = Tii.

Decimos que A es hermitica si A = A*, notar que si A € M, ,(R) entonces A = A* si
v sdlo so A = A', De forma andloga al caso simétrico se prueba que

Corolario 4.5. Vectores propios de A € M,,(R), simétrica, asociados a valores pro-
pios distintos son ortogonales.

Corolario 4.6. Sea A € M,,.(R). simétrica, entonces A es diagonalizable y mds ain,

A = PDP! donde P = (v1,...,vn) ¥y B' = {v1....,va} es una base ortonormal de
vectores propios de A. D es la matriz diagonal de los valores propios correspondientes.
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DEFINICION (NORMA EucLIDIANA) La norma Fuclidiana (o, simplemente, nor-

1
ma) de un vector x = ( : ) e R" como |x|| = VI, 17 = (x.,x) (rafz

cuadrada > 0). -

Tenemos asi la funcidn norma

I : B* — 143

x — |xll =D

Proposicion 4.7. Se tienen las siguientes propiedades:
I (vxelR*) |x||z0y|x|]|[=0 &= x=0
2. (VA€ R) (vx € B) [Ax] = A x|

3 (vx.y e R") |lx+¥| < |Ix|| + ll¥ll (DPesigualdad Triangular.)

DEFINICION ({ PERPENDICULARIDAD) Dos vectores x, ¥y € R™ se dicen perpendicu-
lares n ortogonales ssi (x,y¥) = 0. Lo anotaremos como x L y.

DEFINICION (ANGULO ENTRE VECTORES) Sean x,y € R"\, {0}. Definimos el dn-
gulo entre x e y como aquel mimero # € [0, 7| tal que

(%, )
llacl vl

cosf =
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m [Def] Proyeccion: la proyeccion de u sobre o ,
0 esta dad DEFINICION (CONJUNTO ORTOGONAL/ORTONORMAL) Un conjunto {vy.....ux}
m o £ ads 1
v # 0 estd dada por de R™ se dice ortogonal si {v;,v;) = 0 para ¢ # j. 8i ademds [[v;]| = (v, v;)7 = 1,
('U, _”) diremos que el conjunto es ortonormal.
P o [:t"‘) = {,” ,”) v En el caso en que {vy,. .., v} es ademds base de un subespacio vectorial W, diremos
e que se trata de una base ortonormal de W,

Este vector es “el que esta mas cerca” de u en
el espacio {{v}). Es decir:

1

I,{}zlug"u || = Jju (u)||

DEFINICION (PROYECCION ORTOGONAL SOBRE UN S.E.V.) Sea IV un subespacio
vectorial B” v {uy,..., ur} una base ortonormal de W. Definimos la proyeccion

ortogonal sobre W como la funcion
P:R* — W
r — Plz) =% {z,u)u; € W

1=1

Proposicién 4.11. Sea W un subespacio vectorial de B™ y P su proyeceion ortogonal
asociada, entonces:

1. P es una transformacidn lineal.
2 ¥zeR" YweW, (r— P(z))lw.
3 diz, Plz)) = min,ew d{z. w).

DEFINICION (SUBESPACIO ORTOGONAL) Sea W un subespacio de B® definamos el
ortogonal de W como:

Wo={ueR" |YuweW {wu = {]}.

Proposicidn 4.12.

(i) W~ es un subespacio de E™.
(ii) B" =W o W,
(iii) dim{W~) =n — dim({W).
Proposicién 4.9. Sea W un subespacio vectorial de R™ y {u,. ..., u;} una base orto-
normal de W, entonces:
1. Size W,

I
T = Z (o, ug) ;.

2, Six e R" y definimos

(z,w)u; € W,
1

k
entonces (xr — z)Llw, Yw € W. Y en particular d(z,z) = min, o d(z, w), de
hecho Yw € W {z}, d(x,2) < d(z,w).

Proposicion 4.8. Sea {vi,..., o} TR\ {0} ortogonal, entonces {vr, ... v} es Li.

Proposicion 4.10. Todo subespacio vectorial de R™ posee una base ortonormal.

SEn AR aia ale aia ajs s ajs als ajx als agx als aga als age i ale i aie ajs alu aje aiu age age als aga als g ajs s age ags age s

m [Teo] Gram-Schmidt: Dado un conjunto
{vg, -y v,,} € K", existe un conjunto
ortonormal {u, ..., u; } tal que:

({UO? i vm}) = ({um sy uk})

La demostracion de este teorema permite
encontrar este conjunto con el siguiente
algoritmo:

m [Alg] Gram-Schmidt: Dado un conjunto
{vy,...,v,,} entrega un conjunto {u,, ..., u
que cumple con el Teo. de Gram-Schmidt:

1: Partir con u, = H;ﬁ
2: Luego, proyectar v, sobre el subespacio
generado por uy:

29 = (g, V1)U
y restamos esta proyeccion a vy:
Wy = Vg — 23

perpendicular a ({u, }) y normalizamos,

Uy = T2m
2 [[ws]]

3: Luego pasar a trabajar con v,
23 = (Vg ug)uy + (U3, Uug)tiy
W3 = Uz — %3
4: Continuar de manera iterativa, una vez
obtenidos {u, ..., u; }, calcular:

k

kel = Z(Uk+1? U ) U
=1

Wri1 = Vg1 — Zk+1

perpendicular a ({uy, ..., u.}) v

normalizamos: 1y, = 2ty
llwial]
5: Sialgun u; = 0, ignorarlo y seguir con el

algoritmo
6: El proceso termina cuando se procesan

B N YTy

todos los v;



