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P1. Para comenzar

Considere las siguientes matrices:

1 1 110 1 2 3 1 a b
Az(o 3), B=(0o 10|, C=1|2 2 1|. D=]0 1 0],
0 0 2 3 1 4 0 0 2

a) Justifique adecuadamente cual, o cuales, de la matrices A, B, y C es diagonalizable

b) Determine los valores a,b € R para los cuales D es diagonalizable

P2. Matraca
Considere las siguientes matrices:
1

A=|-1 2 2|, B=
-1 1

C:

S O N
S N =
w O O
S O N
S N =
w = O

a) Para cada una de ellas, de ser posible, diagonalicelas
b) {Qué se puede concluir con respecto a la relacién de los polinomios caracteristicos

de B y C, y su diagonalizabilidad?

P3. Para concluir

a) Demuestre que, si A es un valor propio de A, de vector propio v, entonces A\? + X
es valor propio de la matriz A% + A.

b) Demuestre que, si A es diagonalizable, también lo es A% + A.

¢) Demuestre que, A no es invertible, si y sdlo si, tiene al 0 como valor propio asociado.
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DEFINICION (VECTOR Y VALOR PROPIO) Diremos que x € V es un vector pro-
pio de L si:

(i) z#0
(if) 3\ € K tal que L(r) = Ar.

En este caso el valor A € K que satisface (ii) se denomina valor propio asociado a
T
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DEFINICION (POLINOMIO CARACTERISTICO) P(X) = |A — Al es llamado el poli-
nomio caracteristico de A.

Proposicién 4.1. Dada A € M,.,.(K), son equivalentes:
(i) 3r #0 Az = Az

(ii) Sz solucidn no trivial del sistema (A — Al)z = 0.

(iii) Ker(A — AT) # {0}

(iv) A — Al no es invertible.

DEFINICION (DETERMINANTE) Definimos el determinante de A como

(i) SiAdesdelx1 |Al =adonde A =a.

n

(ii) Sidesdenxn [A] =3 (-1)"a,[A"].

i=1

4. Il =1 donde I es la identidad.Si A es triangular superior entonces |A| = [] au.
i=1

7. A es invertible si y solo si |A| # 0.

9. |AB| = |A

|B]-

10. Si A es invertible enfonces

A1 = 1/]4].

i
11. |A| = |AY. Ademds de ({) si A es triangular inferior entonces |A| = [] as.
i1

Algunas ventajas de conocer D:

(1) r(A) = r(D) = mimero de valores propios no nulos.

T
(2) |A] = [PDP7Y = |P||D||P~}| = |D| =TT A«

i=1
(3) |A| # 0 entonces Vi, \; #0 v A-' = PD-'P-! donde
AT 0
D= .
0 Al

n

DEFINICION (MATRIZ DIAGONALIZABLE) Diremos que A € M,,,(K) es diagona-
lizable si [X" admite una base de vectores propios de A.

Teorema 4.2. Sea A € M, (K) st {A;}i_) _ son valores propiss de A distintos y
{vitici_x son vectores propios de A tal que Av; = Mv;, entonces {v;};_y ;. es un
conjunto Li.

DEFINICION (MULTIPLICIDAD ALGEBRAICA) Sean A € M,,(K) v A un valor pro-
pio de A. Definimos la multiplicidad algebraica de A, a.4(}), como la médxima
potencia de (z — A) que divide al polinomio caracteristico de A, pa(z) = |A — zI|.

Corolario 4.2. Sea A € M, () ypa(X) su polinomio caracteristico. Se tiene entonces

que A es diagonalizable si y sélo st pa(A) se factoriza completamente en I en factores
lineales. Es decir:

}JA(A) =cy4- ()\ _ )\1)“-"”‘]{)\ _ Az)a_.\uz] . {)\ _ )\&)a_.\{z\k]‘

y ademds, para todo valor propio A de A, se tiene que y4(A) = ay(X).
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