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P1. Para comenzar: Un poco de teoria
a) Considere T': U — U transformacién lineal. Demuestre que:
i) Ker(T) C Ker(7T?), Im(T?) C Im(T)
ii) 7 =0 < Im(T) C Ker(T)
iii) 72 =T = U = Ker(T) & Im(T)

b) Considere un espacio vectorial V' que tiene a {u, v, w} como base,y T : V' — V una
transformacion lineal tal que T'(u) = T'(v) # 0y T'(w) = 3T (u) — T'(v). Demuestre
que la dimensién del nucleo de T es 2.

P2. Matraca (pero interesante)

Sea A € Myy3(R) y T : R® — R? una transformacién lineal dada por:

T T 0 0 1 0 2
Tly|=Aly]|, donde T|O0]| = (1) y Ker(T) = <{ 21,111, 2 }>
z z 1 0 1 -2

a) Obtenga base y dimensién de Ker(7) e Im(7")

b) Estudie inyectividad y sobreyectividad de T'. ;Qué se puede concluir con respecto
a la biyectividad de T7

¢) Encuentre la matriz A explicitamente

P3. Matraca de controles

Demuestre que T : R3 — R3, definida a continuacién, es una transformacién lineal y
repita los incisos a) y b) de la pregunta anterior

T r+y+z
Tlyl=|2x+y—=
z T+y+3z
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Proposicion 3.1. Sea T : U — V una transformacion lineal. Se tiene entonces:
1. T0)=0eV.
2. T(~u) = ~T(u).
3. T es lineal st y sdlo si YA A € K. Vujug € U

T(Ayuy + Aguz) = N T{uy) + AT (uy).

DEFINICION (Is0MORFISMO) Sea T : I/ — V una transformacién lineal, diremos
que es un isomorfismo si T es bivectiva.

Ademas diremos que I v V' son 1somorfos si existe un isomorfismo entre I7 v V', en
cuyo caso lo denotaremos como 7 2 V.

DeFINICION (NUCLEO) Sea una transformacién lineal T : I/ — V. Definimos el
nicleo de T como el conjunto:

KerT ={xelU

T(z) = 0}.

DEFINICION (IMAGEN) Sea una transformacién lineal T : I — V. Definimos la
imagen de T como el conjunto:

ImT=T{U)={veV|Juel: v= flu)}

DEFINICION (RANGO Y NULIDAD) La dimension de Im T se denomina el rango de
la transformacion T' v se nota r. La dimension del Ker T se llama nulidad v se suele
denotar por la letra griega 1.

Teorema 3.1. Sea T : U — V una transformacidn lineal enfonces

T es inyectiva <— KerT = {0}

Teorema 3.2. Si T : U — V es inyectiva, entonces {u;}*_ | es Li. en U = {T(w)}~,
es 1. en V.

Teorema 3.3 (Nucleo-Imagen). Sean UV espacios vectoriales sobre un cuerpo I,
T:U =V una transformacion lineal, dim U < co. Entonces:

diml =dmKer T 4+ dim Im T.

Teorema 3.4. Sea T : U = V aplicacidn lineal,
1. SidimU =dim V entonces
T inyectiva +— T epiyectiva <= T biyectiva.
2 S5idimlU = dimV T no puede ser inyectiva.

g 85idimlU < dim V' T no puede ser epiyectiva.

4. Como conclusién de (2) y (3)

U7 isomorfo a V +— dimU = dim V.
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