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1. Asociatividad: Si A € M, (K), B € My, (K), C € M (K). entonces:
A(BC) = (AB)C € Muo(K).

2. Distributividad con respecto a la suma: Dadas A € M, (K). B.C' €
M.s(K), entonces

A(B+C) = AB 4+ AC € M. (K).

De 1gual manera se tiene la distributividad por el otro lado.

DEFINICION (MATRIZ INVERTIBLE) A € M, (K) es invertible si y sélo si existe
B € M,,(K) tal que:
AB=BA=

(1.1)

Proposicién 1.3. De eristir una matriz B que satisfaga (1.1). esta es tnica. Por ende
la notaremos B = A~!.

DEFINICION (POTENCIAS DE UNA MATRIZ) Dada A € M, (K)

AY

I, A"=AA™Y n>1.

DeFINICION (TRASPUESTA) Dada una matriz A = (a;;) € M, (K), se define la

traspuesta de A como aquella matriz de n x m que denotaremos por A' tal que
ALY —

(A% = ajs.

Esto corresponde a intercambiar el rol de las filas y columnas. Més claramente, la

primera fila de A' es la primera columna de A y asi sucesivamente

Proposicién 1.6.
L(AY = A, YA e Mua(K).

2 (ABY = BtAt,
3. S D€ M, (K) es diagonal, entonces D' = D.

Proposicion 1.7.
Sean A. B € M,.(K) invertibles entonces:

1. La inversa de A es invertible 3 (A~1)~" = A.
2. El producte AB ¢s invertible y (AB)™ = B~1A~%.
9. ¥n >0, (A7) = (A1)

4. A! es invertible y (A')™' = (A7)

Resumen Auxiliar 4
Algebra lineal - MA1102-1 - Primavera 2024
Ignacio Romero Orrego & Ignacio Dagach Abugattas 7

6N (ESPACIO VECTORIAL) Dado un grupo abeliano (V, +) y un cuerpo
(K, +. ), con una ley de composicién externa. Diremos que V es un espacio vecto-

rial sobre [ si y sélo si la ley de composicion externa satisface YA, 3 € K.z, y € V:

(EVL) (A + @)z = Az + gz

(EV2) Mz +y) = Az +Ay.

(EV3) A(Br) = (\f)r.

(EV4) 1z = r. donde 1 es el neutro multiplicativo del cuerpo K.

En tal caso. los elementos de V' se denominan vectores y los de K. escalares.

DEFINICION (SUBESPACIO VECTORIAL) Sea un espacio vectorial V' sobre un cner-
po . Diremos que I # ¢, es un subespacio vectorial (s.e.v) de V si y séla si:

LYurvel ut+vel
2V AeKNVuel, Auell

Es decir, ambas operaciones, la interna y la externa, son cerradas en /.

Proposicién 2.1. Sea un espacie vectorial V' sobre un cuerpo . U7 # ¢, es subespacio
vectorial (s.e.u) de V si y sdlo si:

VAL A2 € K, Vaup, us € UL Ajuy + Agup € UL

Dado un conjunto Kjo, v1,.... v, € V' de vectores, definimos el conjunto de todas
combinaciones lineales coma sigue:

({rrml) = {veV|v=3 . heK}

Proposicién 2.2. SeanV e.v. y vi....v, € V. Entonces ({v1..... vn}) es un subespa-
cio vectorial de V. Ademds es el 5.e.v. mds pequerio que contiene los vectores vy, . . ., v,
Es decir, si otro s.e.v U los contiene, entonces ({vy,...,0.}) € U

Por ende. ({v1.....v.}) es llamade subespacio vectorial generado por {u:}l,

DeriNiciON Sea {v,}2; C V., diremos que estos vectores son linealmente depen-
sten «»»ralrn'c’s {A1.., Au}. mo todos nulos, tales que

dientes (£.1) si y solo si: e
Z/\,z, = 0. En caso contrario, es decir ZM =0=A=0Vi=1,..n diremos

e G0 06 Vst (. 6 Imealnbits Hdppenaiante (41)

Sea V" nn espacio vectorial sobre un enerpo K. Diremos que los vectores {1, .... v

generan V' si y sélo si:

(o maly =V

o de manera equivalente:

VeeV, AL, CK, tal que
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u[Def] Matriz elemental de permutacion: Es
la matriz I,,, que se construye a partir de la
identidad, permutando el oden de las filas p y ¢.
u[Prop]: Dadas [, € M, (K), A € M, (K)y
BeM,(K):
© 1,4 corresponde a la matriz A con las
filas p y ¢ permutadas.
© BI,,, corresponde a la matriz B con las
columnas p y ¢ permutadas.
u[Def] Matriz elemental de suma: Es la
matriz E,, ,(\) que se construye a partir de la
identidad, afiadiendo un A € K en la posicién
(p,q) conp <gq.
u[Obs]: Al hacer el producto I, ,(A)A se
obtiene una matriz que difiere de A sélo en la fila

m[Prop]: Dada una matriz C invertible, entonces
a € K" es solucién de Az =b

< a es solucién de (CA)z = Cb

Con esto, podemos tomar A= (H E]) A,
i

donde E; es una matriz elemental de suma o
permutacion de filas y asi, resolver el sistema
original es equivalente a escalonar la matriz
aumentada (A | b). Esto pues Az = by Ar =%
tienen el mismo conjunto de soluciones.
u[Obs] Resumen cantidad de soluciones:

q: Esta es ahora la suma de la fila p p
por Ay la fila g. Ademas cabe mencionar que la
matriz E,, () es triangular inferior, que tiene
unos en la diagonal, y ademas es invertible, con:
E,,N) ' =E,,(-x

(Bya) = Bpy(=)
u[Def] Sistema de ecuaciones: Un sistema de
‘m ecuaciones y n incognitas consiste en el
siguiente conjunto de ecuaciones en las variables

1o @y €K

anTy + o+ oagz, = b

Ty + e F ATy = by,

en donde los coeficientes a;; y el lado derecho b;
son elementos del cuerpo K.
u[Obs]: Definiendo la matriz

ayy e Gy,
A= i) €M (K)

a

A1 e G

la m-tupla (lado derecho) y la n-tupla de
incognitas:

by Iy
b=|: | eK™, m:(;)eK"
b, T

Podemos escribir el problema matricialmente:

Az =1

b=0 b#0
D Dim n<mfn>m|n<m|n>m
Numero 1,00 0 0,1,00 | 0,00
Soluciones

m[Def] Algoritmo de Gauss: En el caso de
estar trabajando con matrices cuadradas, el
proceso de escalonar lleva este nombre, ademas:
m[Teo]: Sea A € M, (K), entonces LSSE:

1.- A es invertible.

2.- VZ) € K", Az = b tiene solucion unica.

3.-[Jax #0.

u[Corl: Una matriz triangular superior cs
invertible si y s6lo si todos sus elementos
diagonales son distintos de cero. Por medio de la
traspuesta, lo mismo se tiene para triangulares

n(

inferiores.

m[Alg] Calculo de la inversa: Si tienemos A €
M,,,,(K) podemos encontrar su inversa
siguiendo el siguiente algoritmo:

1.- Adosamos la matriz identidad: (A | T)

2.- Por medio del algoritmo de Gauss,
convertimos la matriz A en una matriz diagonal
(A17)

3.- Multplicamos por una matriz diagonal para
obtener la identidad, la matriz adosada sera
entonces la matriz inversa: (I | A1)
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u[Def] Base: Dado un espacio vectorial V sobre
K, diremos que el conjunto de vectores {v;}
es una base si y solo si:

1) {v; } es un conjunto Li.

@V= {vl, RN )
u[Prop] Caracterizacién de base: Dado un
espacio vectorial V, B = {v; } C V esuna
base siy solo si Vo € V, v se escnbe de manera
unica como combinacion lineal de los vectores

i=1

del conjunto B.

u[Obs]: Por convencién el conjunto vacio & es
la base del espacio vectorial {0}. Esto pues por
definicion diremos que & es Li. y ademas el
subespacio mas pequeiio que lo contiene es {0}.
u[Teo]: Si X = {v;,...,v,} C V esun conjunto
generador, entonces es posible extraer un
subconjunto B = {v; , ..., v; } que es base de V'
u[Teo]: Supongamos que tenemos B = {v;} |
una base de V' y un conjunto arbitrario

X = {w;};", CV.Sim > n,entonces el
conjunto X es Ld.

u[Cor]: Si {v;}] |y
entonces m .

{u; } | son bases de V,

n.
u[Def] Dimension: Diremos que un spacio
vectorial V' sobre un cuerpo K es de dimension n
(finita) si admite una base de cardinalidad n. En
caso de que no exista una base finita, hablaremos
de espacio vectorial de dimension infinita.
Notaremos dim (V') al cardinal de una base
(dim(V') = oo, si V' no posee una base finita). En
particular dim({0}) = 0.
u[Teo]: Sea V un e.v. con dim(V) = nf finita,

(1) Si {v; } es Li. entonces {v; } es base.

(2) Sea U un s.e.v. de V, luego dlm(U) <
dim(V'). Més atin se tiene que

dim(U) = dim(V) = U =

u[Teo] Completacion de base: Dado V' espacio
vectorial sobre K con dim(V) = n y un conjunto
de vectores Li. X = {v,,...,v,},7 < n, entonces

existen vectores v, 1, ..., v, tales que el conjunto
{v),..,v,} esbasede V.

m[Def] Suma de subespacios vectoriales:
Sean U, W subespacios de V, definimos su suma
como sigue:

U+w veViv=utwuecUweW}

u[Prop]: Sean U, W s.c.v. de V, entonces:
(1)U +Wessev.deV
@QUCU+WyWCU+W
m[Def] Suma directa: Sea un espacio vectorial
V 'y dos subespacios vectoriales U, W de V.
Diremos que el subespacio Z = U + W es suma
directade Uy W,notado U@ W = Z,si Vv €
Z, v se escribe de manera tnica como:

v=u+w, welUweW

En el caso de que V' se suma directa de U y W,
diremos que estos ultimos son suplementarios.
m[Prop] Caracterizacién suma directa: Dado
Vev.yU,W,Zsev.de V, entonces

Z=UaW < (Z=U+W)AUNW = {0})

u[Teo]:SiV =U@® Wy V es de dimension
finita, entonces

dim (V) = dim(U) + dim(W)

m[Teo]: Supongamos que V = U + W, entonces

dim(V) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W)



