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Lectura (30 min.) Lea el siguiente extracto del apunte, respondiendo las pre-
guntas al margen para verificar si esta comprendiendo lo leido. Ademas, dé un ejem-
plo de un complejo z tal que 2! esté dentro del circulo unitario y otro de un complejo
2z # +1 tal que 2% = 1.

Definicién 10.12 (Argumento y Coordenadas Polares) Las coordenadas
polares de z € C\{O} son el par (r,0) € (0,00) x [0,27) donde:

» 7 es el modulo! de z, |2].

= 0 es el angulo que se forma entre el eje OX y el segmento que une z con el
origen O. Se llama el argumento de z y se anota arg(z).2

Destacamos que, para® z,w # 0,z = w si y solo si |z| = |w| y arg(z) = arg(w).
La relacién entre las coordenadas polares y las usuales, las cartesianas, es la siguien-
te. Sean (a,b) las coordenadas cartesianas de z y (r,0) sus coordenadas polares.
Entonces*,

a=rcosf y b=rsenf.

La razon de manipular dos sistemas de coordenadas para R? es que en el prime-
ro, las coordenadas cartesianas, son méas amigables para operar con la adiciéon + |,
mientras que en el segundo, las coordenadas polares, son més comodas para operar
con - y calcular inversos multiplicativos.

0

Definicién 10.13 (Forma polar) Para § € R anotamos e = cosf + isen 6.

La expresion |z|e'*2() se llama la forma polar de 2.

Ejemplo: Veamos la forma polar de algunos complejos.
2 = cos?f+sen?f = 1, por
i9.5

» Para 0 € [0,27), sea z = (cos 0, sen ). Entonces, |z
lo que |z| = 1. Claramente, su argumento es . Luego, z = ¢

= Calculemos la forma polar del complejo z = 2 + 2i. Primero observamos que
|z| = 22 + 22 = /8. Luego, z = 2V/2 <% + z%) de modo que el argumento
es /4. Asi, 2 4 20 = 21/2¢'/4 6

La utilidad de la forma polar se debe en gran medida a la propiedad siguiente:
Proposiciéon 10.14 Para todo «, 8 € R se cumple que '@ - ¢if = ¢ila+8) 7

Dem. Por definicién del producto en C,

1 ;Qué representa geomeétrica-
mente el médulo de un comple-
jo?
} Por qué O no tiene coorde-
nadas polares? ;Coémo se cal-
cula el argumento de un com-
g)lejo? )
i, Qué pasa para z = 07

* Si tenemos a y b, como cal-
culamos 67 ;Si tenemos (r,0),
cual es el complejo en forma
cartesiana? ;Si (r,6) = (2,3),
puedo estimar la ubicacion el
complejo?

5 ;Como se ve esto graficamen-
te?

6 ;Siempre hay que factorizar
en la forma cartesiana por el
modulo para obtener el argu-

ento?
‘?nﬁ)

or qué se usa la notacién
con exponencial? ;por qué la
base e?

e = (cos a, sen «v)-(cos B, sen B) = (cos acos S—sen asen 3, cos asen S+cos B sen «).

Al lado derecho aparecen las férmulas trigonométricas para la suma de angulos:
cos acos f— senasen B = cos(a + ) y cosasen S + cos Bsena = sen(a + [3). De
este modo, el lado derecho es e(@+5), O



. Hay alguna relacion entre arg(z), arg(w) y arg(z-w), para z, w € C? Lo anterior
sugiere que si pues nos dice que al multiplicar los complejos z = €@ y w = € el
resultado es el complejo zw = /@8, De aqui, podemos concluir que si a + 8 €
[0,27) entonces arg(zw) = arg(z) + arg(w). Pero, puede ocurrir que® a+ 3 ¢ [0,27) ® ;Ejemplo?
cuando «, 8 € [0,27). De modo que, para z y w arbitrarios, lo que se cumple es:” 9 ;Se verifica para el ejemplo
arg(zw) = arg(z) + arg(w) mod 2. que di?
Proposicion 10.15 Para z,w € C\{0},k € Z y 0 € R, se tiene que:

(I) arg(zw) = arg(z) + arg(w) mod 2.
(IT) argzF = k- arg z mod 2m.

(IV) ar (_):27r—arg(z).
= (1/]z))e"*8E) = (1/[2])e 28>

Dem. Ya vimos que la primera afirmacién es correcta!?. La segunda se obtiene al 0 ;Como?
aplicar la primera de manera, iterada''. La tercera es consecuencia de las anteriores, ! ;Y para k < 0?

)
)
(IIT) Formula de De Moivre: (eie)k = ¢i(k0),
)
) 2

(V

pues ‘ew‘ = ly arg ((e’v)k> = kf mod 27. La justificacion de las dos restantes se
propone como ejercicio.!? 121 A trabajar!

Del resultado anterior, es facil ver' que para todo n € Z, 13, Como?

+1, sin=40,
+i, sin=41,
-1, sin=42,
—i, sin =43,
Interpretacion geométrica del producto

Ahora estamos en pie de dar una interpretacion geométrica al producto de com-
plejos. Sean z = re' w € C\{0} :

» Siw=acR,w>0,entonces z-w = (ar)e? es decir z-w es un estiramiento

(w > 1) o contraccion (w < 1) de z en un factor .

» Siw =€, entonces z - w = re’® %) es decir z - w es una rotacion de z en un
angulo ¢ = arg(w).

= De este modo, si w = |w|e’ arg(w) entonces z - w representa un estiramiento o
contraccion de z en un factor |w|, ademéas de rotarlo en un angulo arg(w).

2z¢"m/3

Figura 22: Efecto de multiplicar z = %(1 +14) porw e {2, % 2¢7/3, %E”‘—’IS}.



La Figura 22 muestra graficamente el efecto de distintas combinaciones de rota-
ciones, estiramientos y contracciones de un complejo z por otro w.

10.3 Raices de un complejo

Definiciéon 10.16 (Raices de un complejo) Sean w € C\{0} y n > 2. Diremos
que z es una raiz n-ésima de w si 2" = w.

Definicién 10.17 (Raices n-ésimas de la unidad) Las raices n-ésimas de 1,
se llaman las raices n-ésimas de la unidad

Proposicion 10.18 Sean w € C\{0} y n > 2. Entonces, la ecuaciéon 2" = w tiene
.y Wp—1 € C donde wy, = ¢ \wyei(arg(w)ﬂkw)/n.u

Dem. Para encontrar las soluciones z, escribimos z = re? y w = rge'?,

r,ro > 0y 6,0y € [0,27). Con esto la ecuacion queda: 7" (ew)n = roe?0. Sabemos

nf _ ei@g.

exactamente n soluciones wy, . .

con
m0 v que la igualdad se tiene si y solo si 7" = 19 y e

0\ _
que (e ) =e s 0
Y = "0, La primera ecuacién define

Entonces, z es solucién siy sélosir" =rgy e
r = /rg. La segunda ecuacion se cumple cada vez que nf = 6y méd 27. Es decir,
cada vez que exista k € Z tal que nf = 0y + 2kw. Luego, el conjunto de soluciones es

{00/n + 2kn/n | k € Z}.

De esta forma, las soluciones distintas'® son 6 /n,0g/n+27/n,...,00/n+2(n —
1)m/n. Asi, la ecuacion 2™ = w tiene exactamente n soluciones dadas por

i6o/n

wo = 1/To€ y W1,y v v, Wp—1

donde wy, = woe?™/™ para k € [0..(n — 1)].

Con la interpretacién geomeétrica del producto, las raices n-ésimas de un complejo
w se pueden entender de la siguiente forma: La primera raiz wg tiene modulo W
y argumento arg(w)/n. Es decir, el argumento original de w se divide en n partes.
Para obtener la solucion wy, simplemente se debe rotar wy en un angulo de 2k7/n
radianes. (Para un ejemplo, ver Figura 24.)
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Figura 24: Raices de 2% = w con w = 32i.

Una consecuencia inmediata!® del ultimo resultado demostrado es la siguiente:

Corolario 10.19 Las raices n-ésimas de la unidad son wy, = e?2k7/n

k € [0..(n — 1)]. Ademss, se tiene que wy, = w§ para todo k € [0..(n — 1)].

, para

Trabajo de pares (15 min.) Explique con sus propias palabras, parrafo por
parrafo, lo que entendié del texto leido, respondiendo las preguntas de su pareja.

14 ; Coincide esto con lo que ya
se en R, por ejemplo para n =
2, w=17

15 Por qué solo esas y por qué
son distintas?

16, Demostracion?



