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Duodécima sesiéon

Lectura (25 min.) Lea el siguiente extracto del apunte, respondiendo las pre-
guntas al margen para verificar si esta comprendiendo lo leido. Ademas, dé un ejem-
plo de un complejo de modulo 1 y de un complejo tal que su inverso multiplicativo
sea igual a su conjugado.

10.1 Introduccion

Consideremos la ecuaciéon 22 = 2. Esta no tiene soluciones en Q, pero si en R
(V2 y —v/2). Podemos pensar en los reales como una extensién de los racionales,
donde esta ecuacién si tiene solucién.

Del mismo modo, sabemos que en R la siguiente ecuacién no tiene soluciéon:
22 = —4. Debido a esta carencia, se “crea” el conjunto de los nameros complejos, el

cual serd una extensién de R, donde esta ecuacién si tiene solucion.

Definicién 10.1 (Ntameros complejos) Sea C = R2. Llamaremos a C conjunto
de los nameros complejos', y lo dotaremos de las operaciones + y - definidas a
continuacién?: para z = (a,b),w = (c,d) € C

z+w=(a+cb+d),
z-w = (ac — bd,ad + be).

Es facil verificar que?:

» El neutro en (C,+) es (0,0) y el neutro en (C,-) es (1,0).

» El inverso en (C,+) de (a,b) es (—a, —b).

» El inverso en (C,-) para (a,b) # (0,0) es <ﬁ, ﬁ).

Ademaés, como (C,+,-) es un anillo conmutativo? también son ciertas las iden-
tidades de la Proposicién 9.25.5 ;Tiene solucion la ecuaciéon 22 = —4 en C? Antes
de responder esta pregunta notemos que la igualdad involucra a —4 que no es un
elemento de C.5 Asi, primero que todo es necesario decir como vamos a representar
—4 como un complejo y en general cualquier ntimero real.

10.2 Forma cartesiana y médulo de un complejo

En Geometria Analitica se considera al subconjunto de C = R? de las abscisas
dado por OX = {(a,0) : a € R} como correspondiente al conjunto de nimeros
reales R. Esta correspondencia se ha tratado hasta ahora de manera intuitiva. Con
el lenguaje que hemos desarrollado podemos expresar esto de manera mas precisa.

Proposicion 10.2. La funcién f : R — OX dada por f(a) = (a,0) es un
isomorfismo de anillos” entre (R,+,-) y (OX,+,-), donde las operaciones en OX
son las de C.

1 ;Como es C una extension de

los reales? )
i Por qué definir asf las ope-

raciones?

3 ;Lo puedo hacer facilmente?

4, Qué propiedades son claras
de las definiciones de + y - vy
cuales ameritan hacer alguna

cuenta/desarrollo?
5 ; Cuéles son esas?
6 ; Por qué?

7 ;Qué es un isomorfismo de
anillos?;De qué nos sirve la
proposicién?



Dem. Es claro que en C se tiene que (a+b,0) = (a,0)+(b,0) y que (a,0)-(b,0) =
(a-b—0,a-040-b) = (a-b,0). Ademas, f(1) = (1,0) que es el neutro de (C,-).
De esta forma, f es un homomorfismo de anillos. Por otra parte, f es biyectiva con
inversa g : OX — R dada por g(a,0) = a.

Desde ahora en adelante, pensaremos que R es el subconjunto OX de C. En
lugar de anotar (a,0) los elementos de OX los anotaremos, simplemente, a. Sea
z = (a,b) € C. Entonces, (a,0) + (0,b) = (a,b), pues la suma en C es coordenada
por coordenada. De este modo, geométricamente z queda representado como un
punto en el plano cartesiano cuyo desplazamiento en el eje real (eje horizontal) es
a y en el eje imaginario (eje vertical) es b. (También el complejo z se representa
como un vector que se dibuja como una flecha que parte del origen O del plano
cartesiano y termina en z.)

Ademas, (0,1)-(b,0) = (0-b—1-0,0-0+1-b) = (0,b). Entonces, z = (a,b) = (a,0)+
(0,1)-(b,0). Es decir, el complejo z se puede escribir en términos de los dos elementos
(a,0) y (b,0) de OX, los cuales hemos dicho se anotaran a y b, respectivamente. El
elemento (0, 1) juega un rol destacado en el estudio del conjunto C.

Definicién 10.3 La unidad imaginaria es el complejo (0, 1). Se anota .

Usando la unidad imaginaria, el complejo z se puede escribir como a + b, a,b €
R.3

Definiciéon 10.4 (Forma cartesiana) La expresion a + ib,a,b € R se llama la
forma cartesiana del complejo z = (a,b) € C. Se dice que la parte real de z es a
y se anota Re(z). La parte imaginaria de z es b y se anota Im(z).

Una propiedad importante® de la unidad imaginaria i es que su cuadrado es —1.
En efecto,
> = (0,1)-(0,1) = (0 — 1,0) = —1

Proposicion 10.5 Las funciones Re(-) e Im(-) son endomorfismos en (C,+).
Ademis, para z € Cy a € R:

(I) Re(az) = aRe(z)

(I1) Im(az) = alm(z).
(ITT) z = w si y solo si Re(z) = Re(w) e Im(z) = Im(w).
10

Estas propiedades quedan propuestas como ejercicio.

2 = —4, tiene solucién

Ejemplo: Volvamos a la pregunta original. ; La ecuacién z
en C? Ahora podemos formular la pregunta en C. Buscamos z = a + ib tal que
(a+ib)? = —4+1-0. Esto ocurre si y solo si Re ((a 4 ib)?) = —4 y Im ((a + ib)?) = 0.

Como!! (a +ib)? = a® — b% + 2abi, de lo anterior se obtienen dos ecuaciones para a

yb:a®>—b>=—4y 2ab= 0. Cuando b = 0, la primera se reduce a a?> = —4, que
sabemos no tiene solucién. Asi, podemos suponer que b # 0 y entonces a = 0, lo
que implica que b?> = 4. De esta forma, b =2 o b = —2, con lo que encontramos dos

soluciones a la pregunta 22 = —4 : 2i y —2i.

Més generalmente, veamos que toda ecuacion z? = w tiene solucién en C, para

w € C dado. Procediendo como antes vemos que si z = a+1tby w = c+ id, entonces
a?—b>=cy2ab=d.

8 ;Cémo se ve para un com-
plejo z concreto, por ejemplo,

para z = (v/2,—3)?

9 ;Por qué?

10, Me puedo convencer rapi-
damente de alguna?

1 Por qué?



Si d = 0, entonces se procede como antes, definiendo b =0y a = /¢, si ¢ > 0,
ya=0yb=+/—c¢, sic<0.Para d# 0, tenemos que a,b # 0 y podemos despejar
a = d/(2b). Al reemplazarlo en a® — b> = ¢ nos queda d?/4b*> — b> = c. Esta es una
ecuacion cuadratica en b? que tiene como solucién!? v? = (—c +Ve2+ d2> /2. De

aqui es claro'® como obtener el valor de a. Por lo tanto, siempre tenemos solucion.

La conclusion del ejemplo anterior es que la ecuacién 2z = w, para w € C dado,

siempre tiene al menos una solucién y nunca méas de dos soluciones.

Veremos pronto una segunda manera de representar los elementos de C, que seré
muy til para entender geométricamente las soluciones de la ecuacién 22 = w, para
w dado, y en general las ecuaciones 2" = w, paran € Ny w € C dados.

Definiciéon 10.6 (Moédulo de un complejo) El médulo de z € C es su distancia
al origen O. Se anota |z|. Segtin el Teorema de Pitagoras tenemos que si z = a + ib,

entonces
|z| = Va? + b2

Algunas propiedades relevantes del modulo de un complejo son las siguientes.
Recordemos que las potencias z¥, para z € C y k € Z, se definen como 20 =
1,2 =2k . 2 parak >0y 2F = (2_1)_k, si k <0.

Proposicién 10.7 Para z € C, con z = a + ib se tiene que:™

(I) |2| > 0y vale cero si y solo si z = 0.
(ID) |z] = |al y |z = [b] con lo que [z| > [Re(2)], [Im(z)].
(III) Ademas, para w € C, |zw| = |z| - |w|.
(IV) [2*| = |z|*, para k € Z.
Dem. Lo primero es consecuencia de que y/z > 0y vale cero si y solo si z = 0.

Lo segundo viene de la desigualdad va? + b?> > max{a, b}. Lo tercero queda como
ejercicio® y lo ultimo se obtiene aplicando recursivamente la tercera parte a z = w.

Conjugacioén en C
Definiciéon 10.8 (Conjugado) La funcion C : C — C dada por C(a+ib) = a—ib

se llama la conjugacion de un complejo. Al complejo a — bi se le llama el conjugado
de a + bi y se anota a + ib.16

Proposicion 10.9 Sean z,w € C. Se tiene:

(I) Propiedades simples de la conjugacion:'”
a) z = z. (es autoinversa)
b) zER <= z=72. (es la identidad cuando se restringe a R)
¢c) ztw=z+w. (es endomorfismo!® de (C,+))
d) z-w=2z- w. (es endomorfismo de (C,-)).

Trabajo de pares (10 min.) Explique con sus propias palabras, parrafo por
parrafo, lo que entendié del texto leido.

125 Es cierto?

13, Como?

14 Por qué pueden ser impor-
tantes estas propiedades?

15 ;Lo puedo hacer? Veamos...

16 ; Para qué definir el conju-
gado?

17 ; Para qué pueden servir?

18, Qué es un endomorfismo?



