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Décima sesion

Lectura (25 min.) Lea el siguiente extracto del apunte, respondiendo las pre-
guntas al margen para verificar si esta comprendiendo lo leido. Ademas, dé un ejem-
plo de una estructura algebraica conmutativa y de una no conmutativa.

Estructuras algebraicas

Hemos estudiado conjuntos, como operar con ellos, como establecer relaciones
y asociaciones entre sus elementos, etc. No obstante, algo que hacemos con mucha
frecuencia es operar con los elementos de un conjunto. Por ejemplo, sumar y multi-
plicar nimeros, ya sea enteros o reales, componer funciones, operamos con conjuntos
(uniéndolos, intersectandolos,...), etc. Lo siguiente que haremos es abocarmos al es-
tudio de los conjuntos dotados de una o més operaciones, es decir, a estudiar las
estructuras algebraicas.! Un objetivo importante de nuestro esfuerzo es identificar
propiedades comunes a clases de estructuras algebraicas y entender que significa que

dos estructuras aparentemente distintas son “matematicamente equivalentes”.?

9.1 Definiciones generales

Nuestra primera definicién captura la nocién de operaciéon entre elementos de un
conjunto.

Deflnicién 9.1 (Ley de composicion interna) Dado A un conjunto no vacio.
Una ley de composicion interna en A (l.c.i.) es una funcion

s AXxA = A
(r,y) = zxy

Ejemplo:

= +en R.
= - en Q.
= Uen P(A), donde A es un conjunto.

» La division no es una ley de composicion interna en @, pues 1/3 no es un
entero?.

Para estudiar estas operaciones entre elementos de un conjunto, definimos:

Definicién 9.2 (Estructura algebraica) Si * es una l.c.i. (es decir, una ope-
racion) definida en el conjunto A, al par (A, ) le llamaremos estructura algebraica.
Si sobre A tenemos definida una segunda operacion A, entonces denotamos por

(A, *,A) la estructura algebraica que considera ambas leyes de composicion interna
en A.

Notemos que conocemos ya varias estructuras algebraicas:

Ejemplo:

L ;Para qué?

2 ;Conozco alguna nocién de
equivalencia entre objetos ma-
tematicos (nameros, funciones,
conjuntos...)? ;Por qué nos in-
teresan tales nociones de equi-
valencia?

3 ;Puedo dar otro ejemplo de
l.c.i y de no l.c.i.?



= (N7 +7 ')7 (Z7 +7 ‘)7 (@) +7 ) y (Rv +7 )
» Para FE conjunto, (P(E),U,N).

= Para A conjunto no vacio, (AA, o)7 donde o es la composiciéon de funciones.*

Como vemos, hay una enorme cantidad de estructuras algebraicas posibles. En
este capitulo estudiaremos propiedades que muchas de ellas comparten. Veremos
que las estructuras de distintos tipos pueden comportarse de manera muy similar. Es
decir, tener propiedades muy parecidas, cuando las llevamos a un nivel de abstracciéon
mayor.

Nombres especiales y propiedades béasicas

Definiciéon 9.3 Sea (A, %) una estructura algebraica.

= Diremos que *x es asociativa si

Vo,y,2 € A, (xxy)xz =z % (y*2).

= Sea e € A. Diremos que e es elemento neutro para * si

Ve Ajexz=x%xe=c.

= Sie € Aes el® neutro para * y x € A, diremos que x tiene inverso si existe un
y € A tal que
THRY=Yy*1T=e€.

En tal caso, y serd un inverso de x, y viceversa.

= Diremos que * es conmutativa si

Ve,y e A,z xy =1y x*x.

= Un elemento a € A es cancelable si para todo y, z € A, se tienen:
axy=axz=y=2

yrxa=z*xa=y=2z.

= Si (A, *,A) es un estructura algebraica con dos operaciones, diremos que A
distribuye con respecto a * si para todo z,y,z € A, se tienen:

Ay * z) = (zAy) * (xAz)
(y x 2)Az = (yAz) * (zAx).

Ejemplo: En lo que se refiere a los ejemplos (N, +, ), (R, +, ), (Q, +, ) v (R, +, )
ya discutidos, se tiene lo siguiente:

= Fn todos los casos las operaciones + y - son asociativas y conmutativas y -
distribuye con respecto a +.5

= 0 es el neutro de (R, +) y 1 es el neutro de (R, ).

4 Qué es AA?

5 ;No puede haber mas de un
neutro?

6 ;Por qué?

7 ;Por qué?



= Los inversos existen en (Z, +), (Q,+) y (R, +), pero no en (N, +) donde ningtn
elemento, salvo el 0 , tiene inverso.

» En (Q% ) y en (R*, ) todo elemento es invertible. En (Z,-) s6lo —1 y +1 son
invertibles y en (N, -) s6lo el +1 lo es.

Proposicion 9.4 (Unicidad del neutro) Una estructura algebraica (A, x)
posee a lo mas un elemento neutro.?

Dem. Supongamos que (A, %) posee dos neutros e y €. Como e es neutro, en-
tonces e x ¢/ = €’. A su vez, como €’ es neutro, entonces e * ¢/ = e. Juntando ambas

igualdades, concluimos que e = ¢’.%

Proposicion 9.5 (Unicidad de inversos) Si la estructura algebraica (A,x)
tiene neutro e y * es asociativa, entonces los inversos (en el caso en que existan) son

tnicos.!? Asi, si 2 € A posee inverso, lo podemos denotar sin ambigiiedad como 2~ !.

Dem. Sea x € A, y supongamos que x posee dos inversos: y y z. Demostraremos
que y = z. Como y es inverso de z, entonces x * y = y * x = e. Andlogamente, como
z también es inverso de z, entonces z x x = x * z = e. Asi,!!

y=1yx*e (e es neutro)
=y * (T *2) (x*xz=¢)
= (y*x)*2 (asociatividad)
—ex 2 (yxz =c¢e)
— 5. (e es neutro)

Proposicion 9.6 Si (A, %) es una estructura algebraica asociativa y con neutro
e € A, entonces también cumple las siguientes propiedades:!?

. . _ . L 1\ -1
(I) Si x € A posee inverso, entonces z~! también. Mas atn, (a: 1) =x.

(IT) Si z,y € A poseen inversos, entonces = * y también posee inverso que cumple
(xxy)t =gy txzh
(IIT) Si x € A posee inverso, entonces = es cancelable.

Dem. Demostraremos (IT).!3 Sea w = y~! * 27!, Queremos probar que w =

(x % y)~!. Puesto que los inversos son tnicos, bastard con mostrar que w * (x * y) =
e = (z * y) * w. Verifiquemos la primera igualdad.

wx(x*xy)=(wxx)*y (asociatividad).
=((y7 ' xa7) xa) % (def. de w).
=y tx(z7 xa)) xy (asociatividad)
= (y~ !« e)xy (z, 27! son inversos)
=y lxy=e (e es neutro; y e 5! son inversos).

Queda propuesto mostrar o_[ue14 también (z * y) x w = e. Asi, concluimos que

w=(zxy)~ L

Trabajo de pares (10 min.) Explique con sus propias palabras, parrafo por

parrafo, lo que entendié del texto leido.

8 ;De qué sirve este resultado?

9 ;Qué puedo aprender de la
demostraciéon? ;alguna técni-
ca?l
10, De qué sirve este resulta-
do?

11 Podria haberlo demostrado
solo? jla manera presentada es
la mas “natural™?

12 De qué sirve este resulta-
do?

13 ;Coémo demuestro (I) y

(111)?

14 A trabajar!



