Ejercicio (pauta)

1. (3 ptos.) Demuestre que el conjunto A = {z-n | = € {V/2,v/3},n € N}, es
numerable, encontrando una biyeccién explicita f : N — A. [Sugerencia: Haga
una enumeracién como la que se usd para enumerar Z, ahora usando los niimeros

pares para enumerar los elementos de la forma /2 - n y los impares para enumerar

los de la forma /3 - n.]
Solucién:

Sea f : N\{0} — A dada por

V22, si n es par,
fn) = ’

V3L sin es impar. 1,5 ptos.

f es inyectiva pues, si n,m € N satisfacen f(n) = f(m), entonces n y m tienen
igual paridad pues, de lo contrario se obtendria que, \/5% = \/ngJrl concluyendo
que \/§/ V2 = =5 es racional. Ahora, si n y m tienen igual paridad, entonces
f(n) = f(m) implica que \/_g = \/_% 0 que \/gnTH = \/ngJrl y, en cualquier caso,
se tiene que n = m. 1 pto. Por otra parte, f es epiyectiva pues si z-n € A, entonces
z-n=f2n)sizr=v2yxz-n=f(2n—1)si z=+/3.0,5 ptos.

Nota: También se puede haber demostrado solo la epiyectividad y haber argumen-
tado que A es infinito y usar que |A] = |f(N)] < |N]J.

2. Demuestre que el conjunto Az = {(ay,as,a3) € N*: a; +ay < 2}, es numerable.

Proceda como sigue

a) (1 pto.) Parai,7 € N, defina A; ; = {(a1,a2,a3) € A3: a1 =iy as = j}, liste

los pares ordenados (a1, as) en N? tales que a; + as es a lo més 2 y deduzca que
.Ag = -A(),O U Al,O U .Ao,;[ U AQ,() U ./4171 U ./4072.

Solucion:

Los pares ordenados en N? que suman a lo més 2 son (0, 0), (1, 0), (0, 1), (2,0), (1, 1),
y (0,2). 0.5 ptos. Se sigue que aj + as < 2 si y solo si (a, az) es alguno de los

pares recién listados y, por lo tanto,

Ag - A070 U Al,U U AO,l U .A270 U ./4171 U .A072. 0,5 ptOS.



b) (2 ptos.) Finalmente, usando que A; ; = {i} x {j} x N, para i + j < 2, pruebe
que |A; ;| = |N| para cualquier par (i,j) € N? con i+ j < 2y use un resultado
de la lectura para concluir que A3 es numerable.

Soluciodn:

La funcién f : N — {i} x {j} x N dada por f(n) = (4,j,n) es biyectiva pues
g {i} x {j} x N = N dada por ¢(i,j,n) = n es su inversa. Por lo tanto,
|A; ;] = IN| 0,5 ptos. Luego, usando el inciso anterior y el hecho de que la

union finita de numerables es numerable, se obtiene el resultado. 1,5 ptos.

Nota: No descontar puntaje si solo mencionaron que {i} x{j}xN es numerable

o solo dieron la funcién f o ¢ sin verificar que era biyectiva.



