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Segunda sesién

Lectura 1 (10 min.) Lea el siguiente extracto del apunte, donde las preguntas etiquetadas
con e son del tipo de preguntas que usted debe hacerse en su lectura personal del apunte para
verificar si estd comprendiendo lo que esta leyendo.

2.1 Introducciéon

Dados dos ntimeros enteros n y m, otra forma para decir que n es un factor de m es decir
que n divide a m o que m es divisible por n. e ;Cémo seria para, por ejemplo, n =2y m = 67
Ademas, un nimero que sélo es divisible por 1 or si mismo se llama nimero primo. En otro

i
caso se llama ntmero compuesto. Es decir, paran > 2 :

n es compuesto <= (3d € {2,...,n —1},d divide a n)

e ; Me es evidente la equivalencia? ;La podria demostrar?

Dos niimeros que no tienen divisores comunes se llaman primos relativos o coprimos. e jPue-
do dar un ejemplo? Una categoria importante de proposiciones y teoremas involucra propiedades
de los numeros naturales, es decir, de N = {0,1,2,...}. e ;Lo creo por ahora? ;Conozco alguna
proposicién o teorema que involucre propiedades de los naturales? Notar que, a diferencia de lo
que habitualmente se usa en la ensenanza preuniversitaria, la proposicién 0 € N es verdadera. o
;Por qué? Si retiramos 0 de N obtenemos el conjunto de los enteros positivos N* = {1,2,3,...}.
Ejemplos de proposiciones acerca de niimeros naturales son:

mVn € Nyn < 2" e ;Por qué es una proposiciéon?
m Vn € N, 327+ 4 2742 g divisible por 7. e jPor qué es una proposicion?

En general, si ngp € Ny P(n) es una funcién proposicional con conjunto de referencia los
n € N tales que n > ng, ® ;Tengo claro qué es una funcién proposicional y qué es un conjunto
dereferencia para ella? el Principio de induccién nos proporciona una proposicién equivalente
a aquella que afirma que para cada n > ng la proposicion P(n) es verdadera. e ;Cudl es la
gracia de tener una proposicién equivalente a cierta proposiciéon? Esta proposicién se escribira
Vn € Nyn > ng = P(n), adoptando la convencién que un predicado evaluado fuera de su
conjunto de referencia da como resultado la proposicién F'. e ;Qué es un predicado? ;Coémo se
evaluaria fuera de su conjunto de referencia? ;Por qué asumimos que es F'7 jEjemplo?

Axioma 2.1 (Principio de induccion) Si ng € Ny P(n) es un predicado en el conjunto
de referencia de los n € N tales que n > ng, entonces

[ P(no) AN(Yn>mno+1,P(ng) AP(ng+1)A...AP(n—1)= P(n))] <= (Yn > ng, P(
~——

caso base Hipotesis Inductiva (H.I.)

e ;Cudl es el axioma exactamente? ;Entiendo bien ambos lados de la equivalencia? jel caso
base? jla hipdtesis inductiva? ;Cudl es la ventaja del lado izquierdo sobre el derecho de la
equivalencia? ;jEjemplo de predicado P(n) con conjunto de referencia n € N, n > ng? ;Como



se ve para mi ejemplo la equivalencia? jpara demostrar una proposicion del tipo Vn > ng, P(n)
la dnica forma es usando el principio de induccion? de no ser asi, ;jcudl es la potencial ventaja
sobre otros métodos?

Ejemplo: Usemos el Principio de induccién para demostrar que

1
Vn21,1+2+...+n:§n(n+l)

P(n)

El caso base P (ng) a demostrar en esta ocasion es con ng = 1. Aqui, tenemos que demostrar
que 1 = %(1 + 1), lo que es trivialmente cierto. Sea n > 2. Supongamos ahora que la propiedad
vale para 1,2,...,n — 1, es decir, que se cumplen P(1),P(2),...,P(n — 1) (H.I.). Debemos
demostrar que la propiedad también es cierta para n. Es decir, que

1
1+2+...+(n—1)+n:§n(n+1). En efecto,
1424...4(n—-1)+n=>1+4+2+4...4(n—1))+n

1
=—(n—1)n+n (Porque se tiene P(n — 1) por H.I.)

2
- %((n— )+ 2n)
= %n(n+1)

Usando que = es transitiva concluimos que se tiene P(n). Gracias al Principio de induccion,
concluimos que (Vn > 1, P(n)). e ;Por qué es necesaria esta ultima frase? ;no se habia concluido
en la primera frase P(n)es verdadera?

El lector habra notado que en los ejemplos anteriores para establecer que P(n) es verdadera,
no se us6 que P (ng),P(ng+1),...,P(n—1) eran todas verdaderas, sino algo mas débil que
se deriva e jcomo? de la hipotesis inductiva; a saber, que P(n — 1) es verdadera. En ciertas
situaciones (como en el ejemplo que sigue) es crucial que, por hipotesis inductiva, se tenga
que P (no),P(no+1),...,P(n — 1) sean todas verdaderas. Para resaltar este tipo de situa-
ciones a veces uno se refiere a ellas por “induccién fuerte”. o jme hace sentido el adjetivo “fuerte™

Ejemplo (de induccién fuerte): Probaremos el siguiente resultado por induccion: Todo
n € Nyn > 2, posee al menos un divisor que es un ntumero primo. Es decir, Vn > 2,dp € N
primo tal que p divide a n. e jcuél seria P(n)? El caso base es con ny = 2, para el cual
observamos que p = 2 es primo y divide a 2 . Sea n > 3, y supongamos ahora que para todo
valor k = 2,3,...,n — 1 se tiene que k posee un divisor que es primo (H.I.). e jpodria haber
avanzado la demostracién hasta aqui? ;qué harfa yo ahora? Separamos por casos:
- Caso n es primo: Entonces p = n es un ntimero primo tal que p divide a n.
- Caso n no es primo: Entonces existe d € {2,...,n — 1} tal que d divide a n. Por hipotesis
inductiva y notando que d < n — 1, debe existir un niimero primo p que divide a d. e ;cémo
se uso la hipdtesis inductiva exactamente? Tenemos entonces que p divide a d y d divide a n.
Sigue que p divide a n. e jpor qué no se concluye con una frase como la del ejemplo anterior?

Trabajo de pares (5 min.) Explique con sus propias palabras lo que entendio de la lectura.

Ejemplo (5 min.) Escriba al menos un ejemplo de funcién proposicional con conjunto de
referencia n € N, n > ng, la correspondiente proposicion cuantificando la variable usando “V” y
su negacion.



Lectura 2 (10 min.)
3.1 Introduccién

En la Logica Proposicional e ;cudl era esa? aceptamos que x € F es una proposiciéon que
es verdadera cuando x es un elemento del conjunto E y falsa cuando no lo es. e jejemplo? En
la Logica de Primer Orden e ;cudl era esa? se vi6 la nocién de predicado como una expresion
que depende de variables que al ser reemplazadas por elementos de un conjunto de referencia lo
transforman en una proposicién. En ambos casos, el uso que le dimos a las palabras conjunto y
elemento fue el de la nocion intuitiva que tenemos de ellos: un conjunto es una colecciéon de cosas,
sus elementos. Sorprendentemente, no es facil definir de manera rigurosa la nocién de conjunto.
De hecho, la importancia de tener una nocion formal fue aceptada recién a fines de los 1800 ’s,
cuando nace la teorfa axiomatica de conjuntos. Aqui no veremos esta teorfa y seguiremos usando
la nocién intuitiva. e ; por qué se necesitard una teoria axiomética? ;se necesitard en algin curso
futuro del plan comun? Lo que si se verd en detalle es como obtener nuevos conjuntos a partir
de otros dados o conocidos (como los reales R, los naturales N, los enteros Z, etc.). Partamos
discutiendo la definicién de un conjunto en términos de un predicado. Dado un predicado P(z)
sobre un conjunto de referencia E, podemos construir un nuevo conjunto A indicando que sus
elementos son aquellos e € E para los cuales se tiene P(e). @ jque quiere decir que se tenga
P(e)? Es decir, Vo € E,z € A <= P(x) e ;qué significa esto? lo que a menudo también
denotamos A = {z € E | P(x)} o jcomo se lee esto? ;qué significan los simbolos {} y |7 , donde
hemos usado la convencién que consiste en denotar la funcién proposicional “x pertenece a A”
por “xz € A” (y cuya negacion, el lector recordara, denotamos “z ¢ A 7). Otra forma de escribir
un conjunto es listar sus elementos (cuando esto es posible). Por ejemplo, A = {a}, B = {a, b}.
Ejemplo: - El intervalo cerrado [a,b] = {z € R | a <z < b}.

- El conjunto de miltiplos de 7 es el conjunto {x eN } %x eN }

- Los racionales Q = {:l: €ER|Ipg€Z,q#0Nx = g} y los irracionales {x € R | z ¢ Q}.

Diagramas de Venn Un Diagrama de Venn es una ilustracion que muestra la relacién ma-
tematica o logica entre conjuntos y/o entre conjuntos y sus elementos (ver Figura 2). Cumplen
el rol de ayudarnos a desarrollar una intuicién frente al concepto de conjunto y a las relaciones
entre estos. Sin embargo, no podemos usarlos para demostrar propiedades, ni para sacar con-
clusiones generales (que se apliquen a todo conjunto). e ;por qué no se puede demostrar con
diagramas? ;jpor qué son circulos y no otra figura?

Figura 2: Diagramas de Venn. El de la izquierda representa al conjunto A y la relacién de
pertenencia = € A. El de la derecha, representa a los conjuntos A, B,y C.

Conjunto de referencia Como ya adelantamos, asumiremos la existencia de un conjunto de
referencia que usualmente denotaremos E y al que pertenecen todos los elementos con los que se
va a trabajar. Formalmente, E es tal que la funcién proposicional e € E e ;por qué es funcion
proposicional v no proposicién? es siempre verdadera o dicho de otra forma la proposicién



Ve € E,xz € F, es verdadera. En ocasiones, el conjunto de referencia serd uno conocido, como
N, Z,R, etc.

Definicién 3.1 (Conjunto vacio) El conjunto vacio, denotado 0, es un conjunto que no
tiene elementos, es decir, cumple que cualquiera que sea el conjunto de referencia E se tiene Vx €
E,x € ) < F.e jentiendo la proposicion anterior? ;para qué definir un conjunto sin elementos?

3.3 Relaciones entre conjuntos

Primero, especificamos cudando consideramos que dos conjuntos son iguales. e jpor qué es
importante especificar eso?

Definicién 3.2 (Igualdad) Se dice que los conjuntos A y B son iguales, denotado A = B,
si Ay B tienen los mismos elementos. Es decir, A= B <= (Vx € E,x € A<=z € B). e 0 sea
que para demostrar que dos conjuntos son iguales ;jtengo que demostrar que una equivalencia
logica es cierta? jcudndo necesitamos justificar que dos conjuntos son iguales?

Notar que de la definicién sigue que {a,a} = {a}. En particular, si A = {a, b} se tiene que
a=bsiysolosi{a,b} ={a}. e jpor qué?

Definiciéon 3.3 (Inclusion) Se dice que A es subconjunto de B (o que A estd contenido en
B, o que A esta incluido en B ), denotado A C B, si todos los elementos de A estdn también
en B. Es deciry A C B <= (Vx € E,x € A = x € B). e ;para justificar que A C B debo
demostrar una implicancia? jcémo es esa implicancia si A y B son conjuntos definidos usando
predicados? jpuedo hacer un diagrama de Venn para esta relacion entre conjuntos? ;ejemplo?

3.4 Algebra de conjuntos.

A partir de conjuntos conocidos se pueden definir nuevos conjuntos. A continuacion ilustra-
remos varias formas de hacerlo. Nuevamente, A, B, C' denotan subconjuntos de F.

Unioén e intersecciéon de conjuntos

Definicién 3.7 (Unién) La unidn de A y B, denotada AU B, es el conjunto que retine a
los elementos que estdn en al menos uno de los dos conjuntos A o B. Formalmente,

Vie E,xr€e AUB<—=x€ AVzeB

e ;0 sea que para verificar que un elemento esta en la uniéon de dos conjuntos debo verificar
que una proposicion del tipo pV q es verdadera? ;cémo se representa mediante un diagrama de
Venn? ;ejemplo?

Definicién 3.8 (Interseccién) La interseccion de A y B, denotada AN B, es el conjunto
de los elementos que estdn tanto en A como en B. Formalmente,

Ve E,x€e ANB<—xc ANz €B

e /0 sea que para verificar que un elemento estd en la interseccién de dos conjuntos debo verificar
que una proposicion del tipo p A q es verdadera? jcomo se representa mediante un diagrama de
Venn? jejemplo?

Proposicion 39 X CYAWCZ = XNWCYNZAXUWCYUZ.

e ;me hace sentido la propiedad? ;como empezaria una demostracién? ;cémo se ve con
diagramas de Venn? ;como funciona en el caso particular X =..)Y =.. . W =.,2=.7

Trabajo de pares (5min). Explique con sus propias palabras lo que entendié de la lectura.

Ejemplo (5 min.) Escriba al menos un ejemplo de dos conjuntos A y B definidos usando
un conjunto de referencia £/ v un predicado o funcién proposicional, tales que A C B.



