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Auxiliar 14: Series de potencias

P1.- Determine el intervalo de convergencia de las siguientes series:

a)
∑
k≥0

xk

k(k + 1)

b)
∑
k≥0

x2k

c)
∑
k≥0

(3k + 4k)

5k
xk

d)
∑
k≥0

(
k + 1

k

)k2

(x+ 1)k

P2.- Deduzca los siguientes desarrollos, para |x| < 1, y determine el intervalo de convergencia:

ln

(
1 + x

1− x

)
= 2

(
x+

x3

3
+

x5

5
+ . . .

)

P3.- Pruebe que ∫ 1

0

e−x2

dx =
∑
k≥0

(−1)n

n!(2n+ 1)
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Resumen

[Serie de potencias] Se define como la serie
∑

k≥0 ak(x−α)k. Se dice que está centrada en α, estudiaremos
sólo α = 0.

[Proposición] Si la serie
∑

akx
k
0 converge, se tiene que para cada a ∈ (0, |x|) y para todo x ∈ [−a, a], la

serie
∑

akx
k converge absolutamente.

[Radio de convergencia] Definimos el radio de convergencia de la serie
∑

akx
k como R = sup{x0 :∑

akx
k
0 < +∞}, en particular:

1/R = ĺım
n→∞

(an)
1/n

[Intervalo de convergencia] Una vez con el radio de convergencia de una serie, hay que evaluarla en sus
bordes y ver si converge, éste es el intervalo de convergencia, y se tiene que (−R,R) ⊆ I ⊆ [−R,R], con
R el radio de convergencia.

[Teorema] Sea
∑

akx
k una serie de potencias con radio de convergencia mayor que 0. Definiendo la

función f(x) =
∑

akx
k, ésta es continua en int(Domf). Además, es integrable y derivable en (−R,R) y:

∀x ∈ (−R,R),

∫ x

0

f(t)dt =

∫ x

0

(
∑

akt
k)dt =

∑ akx
k+1

k + 1

∀x ∈ (−R,R), f ′(x) =
∑
k≥1

kakx
k−1

En el fondo, toda serie de potencias, se puede integrar y derivar para x ∈ (−R,R), con R el radio de
convergencia.

[Proposición] Sea
∑

akx
k una serie de potencias de radio de convergencia R > 0. Entonces, ∀p ∈ Z, la

serie
∑

kpakx
k tiene radio de convergencia R.

[Teorema] Dadas dos series de potencias
∑

akx
k y

∑
bkx

k convergentes para x0. Entonces se tiene:

• La serie
∑

(ak + bk)x
k =

∑
akx

k +
∑

bkx
k converge para todo x ∈ (−|x0|, |x0|).

• Si ck =
∑k ajbk−j , la serie

∑
ckx

k converge para todo x ∈ (−|x0|, |x0|), y se tiene que
∑

ckx
k =

(
∑

akx
k)(

∑
bkx

k).
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