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8 Funciones Riemann Integrables

En esta seccién veremos cémo la condicién de Riemann per-
mite demostrar que tanto las funciones mondtonas en [a, b] (no
necesariamente continuas) y las funciones continuas en [a,b],
son ambas clases de funciones Riemann integrables.

Teorema 1 Toda funcién mondtona en [a,b] es Riemann inte-
grable en [a, b].
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Teorema 2 Toda funcién continua en [a,b] es Riemann inte-
grable en [a, b].

Observacion En la demostracion de ambos teoremas, se han
usado las funciones escalonadas definidas en los intervalos

(zi-1,x;) por:

f-(x)=mi(f)= inf

r€[Ti_1,T4]

f(x) siwe (zi—1,2:)

fr(@) = Mi(f) =

sup  f(x) siw € (wi—1, ;)
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e iguales a f(z;) en cada punto de la particién. Con ellas se
tiene que

que suelen llamarse suma inferior y suma superior de f asocia-
das a P, y se denotan respectivamente s(f, P) y S(f, P). Pues
bien, en ambos casos (funciones monétonas y/o continuas) exis-

te § > 0 de modo que si |P| < § se obtiene S(f, P)—s(f,P) <e.
Estas sumas son interesantes, pero no tan faciles de calcular, de-
bido a las definiciones de m; y M;. Por este motivo muchas veces
se suele usar la suma obtenida por la integracion de una fun-
cién escalonada intermediaria, la cual se define en cada intervalo
(z-1,x;) por:

fe(@) = f(si) siw € (w1, 25)

donde los reales s; son arbitrarios del intervalo [x;—1,z;]. Cla-
ramente en este caso:
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La sumatoria intermedia se conoce como suma de Riemann.
Como la integral de f también satisface la desigualdad

b
S(f.P) < / f<S(f.P)

se concluye que:

Ve > 0,30 > 0,VP particién de [a,b],|P|] < 4§
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Esta propiedad es una de las motivaciones de la notaciéon de
Leibniz, entendiendo que la integral es el limite de una sumato-
ria, es decir:
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En este limite la variable que tiende a cero es la norma de la
particiéon P (|P| — 0) y se calcula sobre las sumas de Riemann.
Esto explica el uso del signo integral (especie de S alargada,
como limite del signo sumatoria) y de la notacién de Leibniz,
donde el término denotado por f(z)dz representaria al sumando
f(si)Ax; en el proceso de limite.

8.1 Propiedades de la Integral

Teorema 3 (Linealidad). Si f,g son dos funciones Riemann
integrables en el mismo intervalo [a,b]. Entonces, para todo
a, B € R la funcién af 4+ Bg es una funcién Riemann integrable
en [a,b] y se tiene

/ab(aerﬁg):oz/aberﬂ/abg-



Teorema 4 (Aditividad horizontal) Si f es una funcién defini-
da y acotada en [a, b] entonces f es Riemann integrable en [a, b]
si y solamente si, para cada ¢ € (a,b) arbitrario se tiene que f
es Riemann integrable en ambos intervalos [a, c] y [c,b]. En tal

caso, se tiene que
b c b
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Teorema 5 (Monotonia). La integral de una funcién Riemann
integrable positiva en el intervalo [a,b] es positiva; en conse-
cuencia, si f, g son funciones Riemann integrables en [a, b] tales
que f(z) < g(z) para todo = € [a,b], se tiene que

/abf</abg-

Teorema 6 (Desigualdad triangular). Si f es una funcién Rie-
mann integrable en [a, b], entonces | f| es Riemann integrable en

[a,b] y se tiene que
b b
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En consecuencia, si |f(z)| < M para todo z € [a,b], se cumple

[

< M(b—a).

8.2 Integraldeaabcona>0b

Definicién 1 Sea f una funcién integrable en un intervalo
[p,q]. Si a,b € [p,q] son tales que a > b entonces se define
la integral de a a b del modo siguiente:
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b
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Proposicién 1 Sean f y g integrales en [p, ¢, y sean a, b € [p, ]
entonces:

b
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5) 0< f(z) < g(=),Vz € [p,q] =
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