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7 Integral de Riemann

7.1 Introduccién

La teoria de la integral de Riemann tiene un objetivo simple,
que es: formalizar la nocién de area mediante una definicién que
sea compatible con las ideas comunes e intuitivas acerca de este
concepto.

Surge entonces la pregunta de jcudles son estas ideas bési-
cas? Por ejemplo, una de ellas es que el drea de una superficie
cuadrada de lado a sea a?. Si esto es verdadero, se debe concluir
que la superficie de un rectangulo de lados a y b es a - b.

7.2 Condiciones basicas para una definicién
de area

Sea E un conjunto de puntos en el plano OXY . El area del
conjunto E serd un ntmero real A(E) que cumple las siguientes
condiciones.

A1) (Positividad) A(E) >0

A2) (Monotonia) E C F = A(E) < A(F)

(A1) (

(A2) (

(A3) (Aditividad) SiENF =0= A(EUF) = A(E)+ A(F)
(A4) (Rectangularidad) El drea de una regién rectangular E de
lados ay bes A(E)=a-b.

Estas 4 condiciones son necesarias y suficientes para tener
una buena definicién de area. Se vera més adelante, en el trans-
curso del curso, que la integral de Riemann las satisface ade-
cuadamente.

Observacion Las cuatro propiedades elementales anteriores
no son independientes entre si, ya que por ejemplo (A2) es una
consecuencia de (A1) y (A3). Mediante la integral de Riemann
se definira el drea de una regién E particular: Dada una fun-
cién f : [a,b] — R4 consideremos la regién R limitada por el
eje OX, la curva de ecuacién y = f(x) y las rectas verticales
r=ayx =">. El area de esta regién se llamard area bajo la
curva y = f(x) entre a y b.

Por el momento, nos concentramos en la propiedad (A3),
que sugiere dividir la regién R en regiones mas pequefias. Por
este motivo, el primer elemento que incorpora la definiciéon de
integral de Riemann es el concepto de particién, que sirve intui-
tivamente, para dividir la regiéon R en bandas verticales, como
se muestra en la figura:

Definicién 1 (Particién de un intervalo). Una particién de
un intervalo [a,b] C R es un conjunto finito de puntos P =
{zo,...,zn} tales que

a=r9g< 21 < - <z =Dh.

Se llama norma de la particion P al real definido por
|P| = HllaX (.T).L — -Ti—l)-
i=1,...,n

7.3 Integraciéon de funciones escalonadas

Definicién 2 Diremos que una funcién f : [a,b] — R es esca-
lonada, si existe una particiéon P = {xg,...,x,} tal que f es
constante en cada intervalo abierto (z;-1,%;),Vi=1,...,n.

Observacién Las funciones escalonadas sélo toman un ntme-
ro finito de valores diferentes, que son: los valores f(z;) en los
n + 1 puntos de la particiéon y los valores constantes ¢; que to-
ma en los n intervalos abiertos (r;—1, ;). Asi resulta que toda
funcién escalonada es acotada.

Observacién Diremos que P es una particiéon asociada a f.
Esta particién P no es unica ya que al subdividir los intervalos
de P, la funcién f todavia serd constante en las subdivisiones
que resulten. Por este motivo, antes de estudiar propiedades de
estas funciones, conviene introducir el siguiente concepto:

Definicién 3 Sean P, particiones de un mismo intervalo
[a,b] C R. Diremos que @ es un refinamiento de P, o que Q
es mas fina que P si se cumple que P C Q.

Observacién Si P y @ son particiones cualesquiera, no siem-
pre una es refinamiento de la otra, ya que el concepto de refina-
miento NO estd asociado directamente a la cantidad de puntos
de una particién. Solo podemos decir que si ) es refinamiento



de P, entonces () tiene una cantidad de puntos mayor o igual
que P, pero el reciproco es falso. Sin embargo, dadas dos parti-
ciones arbitrarias P y @), siempre existe un refinamiento comin
a ellas. En efecto, PUQ es una particién (ordenando sus puntos
de menor a mayor) que es refinamiento de P y de @ simulté-
neamente.

Definicién 4 Si f : [a,b] — R es una funcién escalonada. Si
para cada particion P = {xy,...,x,} asociada a f se calcula

I(fap):Zfi'(xi*Q:ifl)

donde f; denota al valor constante de f en el intervalo abierto
(z;-1,%;). Entonces I(f, P) no depende de P, es decir, es una
cantidad que depende solamente de f.

Definicién 5 Para cada funcion f : [a,b] — R escalonada, se
define su integral de Riemann como

b n
/ F=Yfi (i —wia),
a i=1

donde P = {xo,...,z,} designa cualquier particién asociada
a f y fi; denota el valor constante de f en el correspondiente
intervalo abierto (z;_1,z;).

Observaciéon También se suele usar la notacién de Leibniz

/a b f(z)da.

Observacién La integral de una funcién escalonada solo de-
pende de los valores de f en los interiores de los intervalos de
la particién y no de los valores de f en los bordes.

7.4 Propiedades de la integral de funciones
escalonadas

Teorema 1 (Linealidad). Si f, g son dos funciones escalonadas
en el mismo intervalo [a,b]. Entonces, para todo o, 3 € R la
funcién af + Sg es una funcién escalonada en [a, b] y se tiene

/ab(af+,69)—a/abf+ﬁ/:g-

Teorema 2 (Aditividad horizontal). Si f es una funcién es-
calonada en el intervalo [a,b] (donde a < b) y si ¢ € (a,b) es
arbitrario. Entonces, f es una funcién escalonada en ambos in-
tervalos [a, c] y [¢,b] v se tiene que

b c b
/f:/f+/f-

Teorema 3 (Monotonia). La integral de una funcién escalona-
da positiva en el intervalo [a,b] es positiva. En consecuencia,

si f, g son funciones escalonadas en el intervalo [a, b] tales que
f(z) < g(x) para todo x € [a, b], se tiene que

/abf</:g-

7.5 Funciones Riemann integrables

En esta seccién, estudiaremos funciones que se les piden las
siguientes condiciones: que se trate de una funcién bien defini-
da en un intervalo cerrado y acotado [a,b] con a < b y que sea
acotada en dicho intervalo.

Teorema 4 Si f es una funcién definida y acotada en [a, b]
arbitraria, entonces se cumple que:

1. Los siguientes conjuntos son no vacios:
o e_(f) es el conjunto de todas las funciones escalonadas
que minoran a f, es decir, aquellas funciones escalonadas
e tales que Vz € [a,b],e(z) < f(x).
o €4+(f) es el conjunto de todas las funciones escalonadas
que mayoran a f, es decir, aquellas funciones escalonadas
e tales que Vz € [a, b],e(z) > f(x).

2. Siempre existen las cantidades

b b
I_(f):sup{/ 6:665_},I+(f)=inf{/ e:e€5+},

llamadas integral inferior e integral superior de f en [a, b]
respectivamente.

3. Estas integrales verifican la desigualdad
I_(f) < I.(f).

Cuando se cumple la igualdad, el cdlculo resultante es muy
util y por eso se hace la siguiente definicién:

Definicién 6 Con las notaciones del teorema anterior, se dice
que una funcién f definida y acotada en el intervalo cerrado
[a,b] es Riemann integrable en [a, b] si se cumple la condicién

I (f) = I+(f)-

Dicho nimero comtun se llama la integral de f en el intervalo
[a,b] ¥ se le denota por

b b
/ f, o bien, / f(z)dz (notacién de Leibniz).

Teorema 5 (Condicién de Riemann). Una funcién f definida
y acotada en el intervalo cerrado [a, b] es Riemann integrable en
[a,b] siy solamente si

b b
VE>O,E|f,€E,,f+EE+,/ f+7/f7§5-
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