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DEFINICION (PUNTO DE ACUMULACION) Sea A C R un subconjunto cualquiera
de B, El real T € K se llama punto de acumulacién de A si existe alguna sucesion
{rn) C A (con valores en A) tal que =,, # T, ¥n = np algin np € N v 2, 2 7.

El conjunto de los puntos de acumulacion de A € B se denota A"

DEFINICION Sea f: ACR — RyseaT € A', es decir T es un punto de acumulacién
de A. Diremos que f tiende a £ € B cuando r tiende a T (lo cual se denotara f(x) — €
cuando x — T), o bien que £ es el limite de f(r) cnando @ — T (lo que se anota
{ = 11_1}1; flx)) si para toda sucesion () con valores en A, convergente a T y tal que

T, # T, se cumple que la sucesién de las imdgenes (f(x,)) es convergente a [.

Teorema 12.1. 5i una funcidn [ tiene limite cuando © — T entonces dicho imite es
tnico.

DEFINICION Sea f: ACR — R v T € R. Si denotamos por A* = AN (T, +00) ¥
A7 = AN (=00, T), entonces

i) Se llama limite lateral por la derecha de la funcién f en T a lim f{z).
T=bE

=AY

i) Andlogamente, a lim f{r) se le llama limite lateral por la izquierda de la
Ted T
FeA
funcion f en T.

El limite lateral por la derecha se denota por lim f(z) o lim f(z) v el limite lateral
;:_g r—T!
por la izquierda se denota por lim f(x) o bien por lim f(x).
=T r—T

E=< T

Teorema 12.6 (Caracterizacidn £-§ de limite). Sea f: ACR —+ R y T punto de
acumulacion de A entonces

lim f(z) = — ¥e =0, 3 >0, Vo€ AN(F -6+ 6\ {T)), |flz) -] <e
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= Si T es punto de acumulacién de A M (T, +00) entonces

lim f(z)={ <> ¥=>0, >0, Ve € AN(E.T+6], |f(x)—f<e.

Tt

= Si T es punto de acumulacién de A N (—o0, T) entonces

lim f(z)=f = Ye>0, 36 >0, Yz AN[E—6.7), |f(z)—f <=

z—F

Observacidén: La frase Vo € AN [T — 6, T+ 8]\, {T} que aparece en la caracterizacion,
suele ser escrita usando una implicancia. De este modo se escriben:

lim f(z) = £ <= Ye >0, 35 >0, VrEA[ﬂ{|x—f|55=,‘-|f(mj—f’|£5]

I—I

DEFINICION Sea f: A CR — R y sea { un real fijo.

1) Si A no es acotado superiormente entonces

Im f(r)={f < ¥e=0,3m =0, Ve AN|m,00), |flz)—1{ <=

E—+00

ii) Si A no es acotado inferiormente entonces

lim f(r)={ = ¥Ve>=0 Im<0,¥rec AN (—oo,m], |[flz)—{] <=

T——00

DEFINICION {ASINTOTAS HORIZONTALES)

1. 8i lim f(z) = {; entonces la recta y = £; se llama asintota horizontal de f.
F—bt0

2. Si lim f(z) = {; entonces la recta y = {5 es otra asintota horizontal de f.
E——00
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1. SiT € A', entonces

lim f(z) = +o0 <= ¥M > 0,35 > 0,Yz € AN [T - 6.7 + 8], f(z) > M.

2. Si T es punto de acumuluacién de AN (T, +oc), entonces

lim f(z) =400 <= VM >0,35 > 0,¥z € AN(T.T+6]. f(z) > M.

T—T

3. SiT es punto de acumulacién de AN (—o0o, T), entonces

lim f(r) =400 < YM >0,36>0.¥r € AN[T—6,7). f(x)> M.

r—F
4. Si A no es acotado superiormente, entonces

lm f(z) =400 <= YM >0, 3m =0, ¥z € AN[m,00), flz)= M.

F—+00

5. Si A no es acotado inferiormente, entonces

lm f(r)=+4o0c <= YM >0, 3m <0, Vr € AN(—oo,m|], flz)= M.

F—r—00

DEFINICION (ASINTOTAS VERTICALES) Si lim f(r) = £oco lim f(r) = +oo,se
T—F T

dice que la recta © = T es una asintota vertical de f.

DEFINICION (ASINTOTAS OBLICUAS)

1. La recta y = myr + n; es una asintota oblicua de f cuando r — 400 si se
cumple que
lim f{x)— (mz+n,)=0.

E— 400

2. 81 lim f(x) — (maz + ny) = 0 entonces la recta y = mgr +n; es una asintota
F——o0

oblicua de f cuando r — —oco.




