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P1. Para comenzar: Funciones

a) Determine, segin corresponda, asintotas verticales, horizontales y dominio de la
siguientes funciones:

) —2? 431 —2
i) o(z) = 21
. 622 + 18z — 60
1) &) = 2 — 6z + 8
b) Considere f(z) = =
1 —|z]

i) Determine dominio, ceros, signos y paridad de f

ii) Determine intervalos de crecimiento, decreciemiento y conjunto imagen de f

)
)
iii) Determine asintotas verticales y horizontales de f, segin corresponda
iv) Demuestre que en los intervalos (1,00) y (—o0, —1), f es inyectiva

)

v) Bosqueje el grafico de f

P2. Matraca: Trigonometria
Demuestre que V z,y € R:

a) cos (Jc + g) = —sin(7), ademds analicelo graficamente
b) sin (x + g) = cos(z), ademds analicelo graficamente
¢) cot(z) = tan (—ZB + g)

d) sin*(z) + 4 cos?(z) = (1 + cos?(z))”

e) cos®(y) — sin?(z) = cos(x — y) cos(z + y)

f) cos(zx +y) =0 = sin(x + 2y) = sin(z)
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DEFINICION (CEROS DE UNA FUNCION) Sea f : A C R — R. Llamaremos ceros
de f a todos los reales de su dominio tales que f(r) = 0. En estos puntos el grifico
de f corta al eje OX.

DEFINICION (CONJUNTO IMAGEN) Sea f : A C R — R. Llamaremosonjunto Ima-
gen de f al conjunto definido por

Im (f) = f(A) = {y € R: (3r € A) de modo que y = f(x)}.

O sea

Im (f) = {f(z) : 2 € A}.

DEFINICION (FUNCION PAR) Diremos que f: A CR — R es una funcidn par ssi

s (Vr€eA) —z€ A
s (Vz € A) f(=x) = f(x).

DEFINICION (FUNCION IMPAR) Diremos que f : A € R — R es una funcidn impar

ssi

s (Vre A) —z€ A
s (Vz € A) f(—z)=—f(x).

DEFINICION (ASINTOTAS VERTICALES) Sea

fiay= P(r)  auz"+---+aiz+a
T Q(x)  bprm 4+ b+ by

Si 71, xa,-- -z, son todas las raices del Denominador, es decir de la funciéon Q(z)
pero no del Numerador, o sea de la funcién P(r), entonces las rectas z = x;. ¢ =
L — r = 7, se llaman Asintotas verticales de la funcién f(r) y se caracterizan
por que para valores de = cercanos a dichos puntos la funcién crece o decrece sin
cotas.

DEFINICION (ASINTOTA HORIZONTAL) Sea

P(x) apa"+---+axr+ag

IO = Q@) = b v A b+ iy

Sin = m la recta y = $* se llama asintota horizontal de la funcién f y se
caracteriza por que para valores de r muy grandes o muy negativos los valores de
f(x) se aproximan a dicha recta.

Si n < m la asintota horizontal es y = 0.

» Diremos que f es inyectiva ssi [f(r,) = f(r;) = x; = x4, 0 equivalentemente

[xy # 22 = f(x1) # J(x2)]

» Diremos que f es epiyectiva ssi Im (f) = Cod (f)

DEFINICION (FUNCION INVERSA) Sea f : Dom(f) — Cod (f) una funcién biyec-
tiva. se define la funcién inversa de f como la funcién f~! definida por:

f7':Cod (f) = Dom(f) tal que [y = f~'(z) <= == f(y)].
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Observacién: Una biyeccién entre dngulos y reales (no es la inica). Dado = € |, sea
P. el punto de la circunferencia de centro (0,0) ¥ de radio 1, que se obtiene al girar
un dngulo cuya medida en radianes es r , partiendo desde el punto (1,0). Entonces si
r > () estaremos rotando en el sentido contrario a los punteros del reloj y si x < 0 lo
estaremos haciendo en el sentido de los punteros del reloj. Usando P, definiremos las
funciones trigonométricas.

DEFINICION (FUNCION COSENO) Definimos la funcién coseno (cos: R — R) como
aquella que a cada r le asocia la abscisa del punto P,.

DEerFINICION (FUuNcION SENO) La funcién seno (sen: B — R) queda definida como
aquella que a cada r asocia la ordenada del punto P,.

De la definicién de las funciones seno y coseno se deduce que ellas satisfacen la asi
llamada Identidad Trigonométrica Fundamental:

Wz € R, sen” () + cos® (x) = 1.

Seno: Coseno: Tangente:
sen:RR cos B =R tan: A — R donde A = {x e R : cos(z) # 0}
Le asocia a eada x la ordenada del punto P, 14 asocia a cada r la absica del punto P, Le asocia a ¢ S
Periodo: 27 Periodo: 27 Per%odo; T
Paridad: impar Paridad: par F"Bﬂdad impar )
sen= ({0}) = {& = kn < k € Z) cos~1({0}) = {x =T + kr: k€ Z}) s coms son lﬁ ‘1")"“ funcién sen
T T L. ) s positiva en (0, 5
Crece en [0' 2] ¥ decrece en [2?‘”] Positiva en [ﬂ, %] ¥ s negativa en [%‘ﬂ] Es estrictamente creciente en cada intervalo
Decrere en [ﬂ,ﬂ] de la forma (—% +ka, 5+ k)
sen(a + A) = sen(a)cos(3) £ cos(a)sen(3) Teorema 6.1. En un friingulo rectdngulo se safisface que
p b a [
cos(a £ ) = cos(a)eos( ) F sen(a)sen(F) cos(n) = -, sen(a) = — y tan(n) = 7
c c
1. sen(2z) = 2sen(z)ecos(z) » sen(m £a) = Fsen(a)
2. cos(2x) = eos*(x) — sen®(x) « cos(m 4 a) = —eos(a)
T —_—
3. sen(z) £ sen(y) = 2sen( 25 )cos(L5L) » cos(F +a) = Fsen(a)

o sen(f 4+ a) = cos(a)

Observacién: En el caso de funciones reales de variable real existen varias de ellas
que no son inyectivas o no son epiyectivas v por lo tanto no tienen inversa. sin embargo,
se puede construir una funcién inversa por el siguiente método.

Sea f: A CE — R una funcién cualquiera no invertible.

= Se determina B C A tal que f|p sea inyectiva.

= De igual modo se restringe el codominio B a Im (f|g). Con esto f|g se hace
bivectiva v luego invertible.
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