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Pregunta 1 [C3 2023-2]

Considere un restaurante de hamburguesas que solo recibe pedidos por teléfono para despacho
a domicilio (delivery). Los pedidos llegan de acuerdo a un proceso de Poisson con tasa A = 10
pedidos/hora. Las estadisticas muestran que un 40 % de los pedidos son por una tinica hamburguesa,
y el 60 % restante es por dos hamburguesas. Asuma que el tiempo en preparar las hamburguesas es

despreciable.

(a)

Si se sabe que en la ultima hora se han recibido 3 pedidos, jcudl es el niimero esperado de
hamburguesas vendidas en la tltima hora?

Solucién:
Opcidn 1: Podriamos considerar que X = la cantidad de pedidos de una hamburguesa distri-
buye como una Binomial(3;0.4).

Luego, si X = 0 se vendieron 6 hamburguesas, X = 1 se vendieron 5 hamburguesas, X = 2
se vendieron 4 hamburguesas y X = 3 se vendieron 3 hamburguesas. Luego la cantidad de
hamburguesas esperada es:

3 3 3 3
6 <0> 0.4°.0.6%+5 <1> 0.4'-0.6%+4 <2> 0.42.0.6'+3 (3) 0.4%.0.6° = 4.8

Opcidn 2: Calcular el nimero esperado de hamburguesas en un pedido y luego multiplicar por
3. Esto es debido a que si consideramos que en 1 pedido de hamburguesas se tiene:

#Hamburguesas en 1 pedido=04-1+0.6-2=1.6
Entonces, en tres pedidos se tendra:
3(1-04+2-06)=3-1.6=4.8

;,Cudl es la probabilidad de que se vendan 5 hamburguesas en la proxima hora?

Solucién:
Existen 3 casos posibles:

Pauta Auziliar 9 1



= 5 pedidos de 1.
= 3 pedidos de 1, 1 de 2.
= | pedido de 1, 2 de 2.

Esto lo podemos ver de dos maneras. La primera, sea:

» Y = Numero de pedidos solicitados ~ Poisson(10).

» X (n) = Numero de pedidos de una hamburguesa en n pedidos ~ Binomial(n;0.4).

Finalmente, la probabilidad es:

P(Y =5)P(X(5) = 5) + P(Y = 4)P(X(4) = 3) + P(Y = 3)P(X(3) = 1)

La segunda, definiendo procesos de poisson:

= Ny =cantidad de pedidos de una hamburguesa que llegan hasta t.
s Np =cantidad de pedidos de dos hamburguesas que llegan hasta t.
Por desagregaciéon Ny ~ Poisson(0.4 - 10) = Poisson(4) y Np ~ Poisson(0.6 - 10) = Poisson(6).

Ademas, son procesos independientes entre si, por lo que se define que la probabilidad de que
se vendan 5 hamburguesas en la proxima hora es de:

P(Ny(1) = 5)P(Np(1) = 0) + P(Ny(1) = 3) P(Np(1) = 1) + P(Ny(1) = 1)P(Np(1) = 2)

Se define X (¢) = nimero de hamburguesas ordenadas hasta el instante ¢. jEs X () un proceso
de Poisson? Justifique.

Solucion:
No, ya que al ver pedidos de dos hamburguesas no se cumple el axioma de incrementos unitarios,
como no se cumplen los 3 axiomas no es un proceso de Poisson.

La politica de la empresa es juntar 3 pedidos para enviarlos con el delivery MotoFuast, pero ningin
pedido espera mas de 30 minutos para ser enviado; por ejemplo, si se recibe un pedido, y en los
préximos 30 minutos no llega ningiin otro, entonces el repartidor MotoFast se lleva ese tinico pedido.
Asuma que hay siempre un repartidor de MotoFast disponible para la entrega de los pedidos.

()

;,Cudl es la probabilidad de que MotoFast parta con solo dos pedidos?

Solucion:
Sea:

Z(t) = el nimero de pedidos que llegan después del primero en un tiempo ¢.

Sabemos que los pedidos distribuyen como una Poisson(10 pedidos/hora), luego Z(30 min) ~
Poisson(5 pedidos/media hora). Finalmente lo que se pide calcular es:

P(Z(30 min) = 1) = ¢™° - 5~ 0.0337

El repartidor de MotoFust que estaba esperando para llevar el siguiente pedido se quedd sin
bateria (dejé la luz prendida). Afortunadamente no hay ningtin pedido esperando. Repararla
tomara un tiempo exponencial con media de 15 minutos. ;Cudl es la probabilidad de que llegue
un pedido antes de que repare la moto?
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Solucion:

Si los pedidos distribuyen como un proceso de Poisson de tasa 10 pedidos/hora, el tiempo en
que se demora en llegar un pedido distribuye como una exponencial de tasa 10 pedidos/hora.
Por lo que habria una carrera de exponenciales. Debido a que al llegar el primer pedido solo es
necesario que llegue un pedido mas, se puede definir:

= A = tiempo en que se demora llegar un pedido ~ Exp(10 pedidos/hora), lllamémosla Tp

» B = tiempo en que se demora en reparar el motor ~ Exp(«), llamémosla Tx

E[B] =

1
15 min hora

Por dltimo, debido a la carrera de exponenciales, definimos S = min(Tp, Tr), la cual distribuye
con una tasa As¢ = Ap + Ag. Queremos encontrar la probabilidad de que S = Tp Asi, la
probabilidad de que llegue un pedido antes de que se repare la moto es:

10 10
—=—=0.71
44+10 14 07

Pregunta 2 [CMTC!]

“Cafesin” es una empresa que presta servicios instalando y manteniendo méaquinas de café. De-
cide instalar dos de estas en el departamento de ingenieria malvada. Para esto, el departamento les
solicité tener un taller en la facultad para mantener las maquinas disponibles el mayor tiempo posi-
ble, comenzando a ser reparadas al instante, con una persona de mantenimiento que trabaja tiempo
completo para reparar las maquinas.

El tiempo que se requiere para reparar cada maquina sigue una distribucién exponencial con media
de medio dia. Una vez realizada la reparacion, el tiempo que transcurre hasta el siguiente fallo también
sigue una distribucién exponencial con media de un dia. Las distribuciones son independientes entre
si.

(a) Realice un diagrama de tasas de la cadena de Markov.

Solucién:

Para realizar el diagrama es importante antes definir la variable aleatoria, en este caso X (t),
la cual corresponde al niimero de maquinas de café descompuestas en el tiempo ¢. Con ello
obtenemos los estados de 0, 1 o 2 maquinas descompuestas.

Se tiene ademds que el tiempo para arreglar una méaquina es de 1/2 dia, es decir, se tiene una
tasa de reparacién de dos maquinas en un dia. También se tiene la tasa de fallos, un fallo al
dia. Esto se obtiene de recordar que si nos indican que, en una situacién que tiene un tiempo
que distribuye exponencial, y nos dan su media, obtenemos la tasa con la que distribuye con
(siendo T el tiempo de reparacion de las maquinas):

1 1
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El siguiente paso para obtener la CMTC es diagramar los estados y encontrar las tasas con las
que pasan de un estado a otro. Para ello se debe determinar si existe carrera de exponenciales
o no al pasar de un estado a otro.

En el caso de qg1 se tiene que pueden fallar ambas maquinas de café, por lo que se tiene una
carrera de exponenciales ya que el tiempo que demore en pasar del estado 0 al estado 1 serd el
minimo entre el tiempo en que se demora en descomponerse la primera maquina y la segunda
maquina (puede hacer la analogia de que se tendra que serd el S = min(Ty,T5)), por lo que se
suman sus tasas de fallo, obteniendo dos fallas diarias.

Para el caso de g2 se tiene Gnicamente que una maquina puede fallar , por lo que no hay carrera
de exponenciales y la tasa de fallo es de una por dia.

En el caso de las reparaciones, es decir, ¢; 91 la tasa es de dos reparaciones diarias, dado
) y 0 )

que esta la limitante de que existe sélo 1 reparador de maquinas por lo que no hay carrera de

exponenciales (por ello, no se suman las tasas)

Estados:

@&h Joll

J0=2

Q-lz J

924 2

Figura 1: Caption

(b) Determine las tasas de transicion.

Solucion:
En este caso se calcula las tasas de transicion total hacia fuera de cada estado, por ejemplo, en
el estado 1, ¢q1 se “escapan” del estado qog1 v q12, por lo que ¢ = q190 + q12 = 2 + 1.

do = qo1 = 2,
@1 = qo+q2 =3,
g2 = g21 = 2.

Recordar que las tasas de transiciéon total nos indican que el tiempo de permanencia en un
estado i es un tiempo exponencial de parametro obtenido de la sumatoria:

M=

)\i = )\”

[N

Yl
Jagan

(c) Realice las distintas ecuaciones de balance para cada estado.

Solucién:
Las ecuaciones de estado estable en cadenas de Markov se expresan como 7Q = 0, donde 7 es
el vector de estado estable y Q es la matriz de transicion.
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Asi, Q sera:

—2 2 0
Q=2 -3 1
0 2 -2

En este caso se tiene entonces,
Estado 0: 2my = 27y,

Estado 1: 3w, = 2wy + 2o,
Estado 2: 2m9 = 7.

Las probabilidades suman 1: mg + 71 + mo = 1.

(d) En el largo plazo, jqué porcentaje del tiempo estaran ambas maquinas descompuestas?

Solucién:
Al resolver el sistema de ecuaciones obtenemos que,

2
770_57

2
771_57

1
772—5.

Por lo tanto, en el largo plazo, para que ambas maquinas estén descompuestas e debe estar en
el estado s, por lo que serd el 20% del tiempo.

Pregunta 3 [C3 2022-2, Poissonx CMTC]

SOS es una empresa de alarmas de seguridad que atiende 24/7 (24 horas, los 7 dias de la semana).
SOS recibe llamadas cuando se activan las alarmas de sus clientes, en cuyo caso debe mandar una
patrulla SOS (1 auto y 2 guardias) a chequear la casa “en peligro”.

Un estudio de SOS determiné que las llamadas se reciben de acuerdo a un proceso de Poisson con
tasa A = 5 llamadas/hora. Se sabe, afortunadamente, que solo el 20 % de esas llamadas corresponden
a robos (el resto son falsas alarmas).

Cuando se recibe la llamada de un cliente y no hay patrullas para enviar, entonces la llamada
pasa directamente a carabineros para ser atendida. En este tltimo caso, la empresa de seguridad
debe pagar a carabineros por el servicio, los que cobran $M por llamada atendida.

El tiempo que se demora una patrulla SOS en ir, revisar la casa y volver a la central de SOS se
distribuye exponencialmente con tasa y = 1 llamada/hora. Se cuentan con tres patrullas de seguridad

para acudir a estas emergencias (3 autos y 6 guardias disponibles, 2 para cada auto).

Consideraciones:
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Se reciben llamadas ~ Poisson(A = 5 llamadas/hora).

El 20 % de las llamadas son robos reales. El otro 80 % de las llamadas son falsas alarmas.

Si nadie atiende la llamada, se traspasa a carabineros y se les paga $M por atender la llamada.

Tiempo de ir y volver a atender una llamada ~ exp(1 llamada/hora).

Hay 3 patrullas (3 autos y 6 guardias), envian 1 auto y 2 guardias, es decir, envian 1 patrulla
por emergencia.

(a) En las dltimas 2 horas SOS ha recibido 15 llamadas. ;Cuél es la probabilidad de que 10 de esas
llamadas hayan sido falsas alarmas? Muestra tu desarrollo y/o justifica tu respuesta.

Solucién:
Se puede resolver como una v.a binomial, donde k¥ = 10 de n = 15, con P(falsa alarma) = 0.8.

15
P = 10 25
= (10) -0.87 0.

También, es posible resolverla definiendo procesos de poisson:

» Np(t) =# total de llamadas
» Np(t) =# total de llamadas falsas
» Npr(t) =# total de llamadas reales (Robo)
Por desagregacion sabemos que Np(t) ~ Poisson(0.2 - 5) = Poisson(1) y Ng(t) ~ Poisson(0.8 -

5) = Poisson(4). Ademads, por agregaciéon sabemos que Np(t) = Np(t) + Ng(t). Luego, lo que
buscamos es:

P(Np(2) = 10N Np(2) = 15)
P(N7(2) = 15)

P(Ngp(2) = 10|Np(1) = 15) =

Sin embargo, Nz y Nz no son independientes. Pero como sabemos que Np(t) = Ng(t)+Ng(t) =
15 =10 + Ng(t), se tiene que:

P(Np(2) =10 N Ng(2) = 5)
P(N7(2) = 15)

_ P(Np(2) = 10)P(Nr(2) = 5)
P(N7(2) = 15)

P(Np(2) = 10[N7(1) = 15) =

Como sabemos las distribuciones de cada uno de los procesos, se ha llegado a lo pedido.

(b) Se sabe que en este momento las tres patrullas de seguridad estan atendiendo llamadas de emer-
gencia. ;Cudl es la probabilidad de que la siguiente llamada de emergencia deba ser transferida
a carabineros? Justifica tu respuesta.

Solucién:
Tendremos una carrera de exponenciales, para ver si una patrulla se desocupa primero (~
exp(u = 1)) o la llamada ocurre primero (~ Poisson(A = 5)).
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» R~ exp(p = 1) = tiempo que demora la patrulla en revisar.
» ' ~ exp(A =5) = llamadas.

Sea S = min(R,C) v.a.

S ~exp(3u+ )

P(S=0C)="

En este momento hay una patrulla de seguridad disponible, jcémo se determina a qué casa
enviarlo si se producen dos llamadas de emergencia simultaneamente?

Solucién:
No es posible recibir dos llamadas simultaneamente, ya que el tiempo entre llamadas es expo-
nencial y por lo tanto es un proceso estocastico de tiempo continuo.

Se corto la luz por 30 minutos y SOS no puede recibir llamadas si no hay electricidad. En dicho
caso las llamadas pasan directamente a carabineros. ; Cuanto dinero, en valor esperado, se debid
pagar a carabineros, producto del corte de luz?

Solucién:
Sea L(t): cantidad de llamadas recibidas en un tiempo ¢.

El nimero esperado de llamadas que se recibe es:

llamad
E[N (30 min)] = E(N(0,5)) =5 % -0.5horas = 2.51lamadas
ora

= El costo esperado a pagar a carabineros es de $ 2.5 M.

Ahora, se define X (t) = ntimero de patrullas trabajando (aquellos autos que estan atendiendo lla-
madas de emergencia).

(e)

JEs X(t) una cadena de Markov en tiempo continuo? Explique.

Solucién:

Si, X(t) es una cadena de Markov en tiempo continuo, ya que vamos a tener un conjunto
de estados discretos finitos (E = 0,1,2,3). Ademas, el tiempo de permanencia en cada esta es
exponencial.

Calcule la fraccién del tiempo en que estédn todas las patrullas juntas en la central de SOS (se
quiere ver si los guardias tienen tiempo para socializar)

Solucién:
La cadena se hace de la siguiente manera:

)\m =5  Az=5 Ay =i
)\m—]. Aoy =12 \g;—f
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Notemos que en el caso de ir de 3 patrullas disponibles a 2, asi como de 2 a 1, existe carrera
de exponenciales, ya se pasar entre estos estados serd en el tiempo que menos se demore en
desocuparse cada patrulla. Por ello se tomarda el minimo entre el tiempo de la primera, segunda
y tercera patrulla, con lo que tendremos que serd el S = min(Ty,Ts,,T5), 1oS cuales cada uno
distribuye exponencial con tasa 1, y por ello, se suman.

Y se obtiene:

Matriz de Intensidades:

-5 5 0 0
1 -6 5 0
@= 0o 2 -7 5
o 0 3 =3

Para obtener las probabilidades estacionarias, resolvemos:

Q=0
Zﬂi:l

7T0+7T1+772+7T3:1
—57T0+7T1=0
57T0—6’/T1+27T2:0

5%s 92 — 3 3 = 0
Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos:

3 15 75 125
my = —=, M =-——, Tg=——x, N3= ——
0 s P 2360 T 236

Por lo tanto, todas las patrullas estaran juntas en la central 1%8 del tiempo.

(g) (Cuéanto dinero promedio diario se debe pagar a carabineros por atender llamadas debido a que
no hay autos disponibles? (Considere un dia donde no hay cortes de luz).

Solucidn:
El ntimero esperado de llamadas recibidas en un dia es de:

E[N(24)] = 5-24 = 120

Y si se espera no poder enviar patrullas a % de esas llamadas, entonces hay

125 - 120

= 63.55
236

llamadas que pasaran a carabineros.

= Habra que pagarles $63.55M diarios a carabineros
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