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Responda una pregunta por hoja. Favor no olvidar escribir su nombre. Para cantidades
vectoriales (usualmente definidas como A en clase), favor usar flecha A para indicar que son
, ¥ para matrices [A] usar corchetes.

vectores y sin flecha para escalares A = ||A|

1. Preguntas de contenido:

(a) [2 puntos| {A qué se debe que un material posea dos constantes de refracciéon n? Explique
con un diagrama.

(b) [1 puntos] ;Qué es causalidad?

(¢) [2 puntos] Explique qué es el fenémeno de dispersién y de ejemplos en qué medios ocurre
en longitudes de onda 6ptica y de radio.

(d) [2 puntos] ;Qué entendemos por permitividad compleja?

(e) [2 puntos] Explique el concepto de largo eléctrico y en qué ordenes y teoria es importante
su consideracién.

(f) [1 puntos] Se tiene una radio antena de 3m operando a un rango de radio frecuencias
(o passband) de 800-1200 MHz. Determine entonces el beamwidth en grados de la radio
antena (asuma propagacién en el vacio).

(g) [2 puntos bonus| Sean las tres cantidades:
r=100+02,  y=70+01, z=9010+0,005 (1)

que se requiere calcular: h = x + y — z, entonces ;Cudl es el error asociado de h?

(h) [2 puntos bonus] Mencione 7 propiedades fundamentales de radio antenas.

Solucion:

(a) La constante de refraccién se origina por la estructura cristalina del material. Si el
material es anisotropico, es decir, propiedades en cierta direccién son diferentes que
en otra, entonces la luz (no polarizada, e.g., como la del sol), puede ser refractada en
distintos componentes (separando su polarizacién) dependiendo de como interactia
con un mismo material, dando asi origen a la figura 1.
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Figura 1: Efecto de birrifringencia de un material altamente asnisotrépico.

Esto implica que se tendran dos posibles leyes de Snell:
n1 sin 01 = no, sin foq, 11 8in 01 = nogp sin Oy, (2)

Es decir, el material es anisotrépico, i.e.,

(2] = [ Moz Py ] : le2] = [ ] . (3)

Hyx  Hyy €yz  Eyy

La causalidad es la velocidad finita de propagacién de la informacién. Esto implica
que la respuesta de un sistema a una entrada no puede ser instantdnea, sino que debe
tomar un tiempo finito en responder. La velocidad méaxima a la que esto ocurre es la
velocidad de la luz en el vacio, ug = c.

La dispersion es la diferenciacion de velocidades de algun frente de ondas propagandose
en un material. Es decir, n (A). Esto ocurre en un prisma en longitudes de onda 6ptica
y en la ionosfera en longitudes de onda de radio.

La permitividad compleja agrega a la permitividad (real) pérdidas por calor causadas
por damping en el material,
e=¢+jé". (4)

Donde €” es llamada dielectric damping o el amortiguamiento realizado por el dieléctrico
y que se disipa en energia térmica.

El largo eléctrico es

14 9%
largo eléctrico = — = —, con upp la velocidad de fase. (5)
A Uph
Con [ el largo fisico de algin material al cual medimos sus propiedades. Es importante
en teoria de microondas cuando £ =~ )\, cuando efectos de la propagaciéon de ondas y
cambios de fase ya no pueden ser ignorados.




(f) Se tiene que D, = 3m y v = 800-1200 MHz, luego:

A
BW, = 1,221ed x 7= =122rad x “g/p”, ()
209792458 ms ™!
BWLQGHZ = 1,22 rad X %N[HZ — 5,80, (7)
m
299792458 ms 1
BWosanz = 1,22rad x %MHZ —87°. (®)
m

(g) El error es simplemente:

6h = /0,22 4+ 0,12 + 0,0052 ~ 0.22. (9)

(h) Patrén de radiacién, directivity, ganancia, polarizacién, impedancia, ancho de banda,
y scanning.

2. Deduccién de la expresiéon para adaptaciéon de cargas. Considerando el esquema general de la
figura 6, donde se tiene un generador operando a una unica frecuencia, una linea de transmision
con perdidas y una carga estandar desconocida Z., se le pide obtener la expresién para la
impedancia vista hacia la carga desde cualquier punto en la linea.

Figura 2: Esquema general de linea de transmisién de pregunta 2. Nétese que la dimensién en z es
—L < z<0.

(a) [3 puntos] Obtenga las expresiones bdsicas fasoriales de la tensién y la corriente para
cualquier punto en z usando las ondas incidentes y reflejadas debido a la carga. Hint:
Incorpore en sus expresiones una diferencia de fase arbitraria entre tensién y corriente, &,
y un desplazamiento de fase en la onda reflejada por efecto de la carga, €.

(b) [3 puntos] Exprese la razén entre las tensiones incidentes y reflejadas, Vi /Vj, en funcién
de la impedancia de la linea y la carga. Se le pide la razén en z = 0. Repita el proceso
para la razén entre corrientes (puede hacerlo por analogia si esta seguro de la relacién).

(c) [4 puntos] Utilice lo obtenido en las partes anteriores para demostrar que la impedancia
de entrada viene dada por:

Zr + Zptanh(yz)

Zin = 2
m OZ(] + Zr tanh(yz)’

—L<z<0. (10)



Solucidn:

(a)

Primero definimos las expresiones bésicas para las ondas incidentes en un medio con
perdidas:
Vo =|Voll e, (11)
Io =||Lol| €"*7°. (12)
Donde vy = a+j5 es la constante de propagacion de la onda y ¢ el tipico desfase entre
corriente y tensién para medios parcial o totalmente inductivos o capacitivos. Para la
senal reflejada se tiene que:
Vi = Vil (13)
I = ||| e¥*719-3¢ (14)
Donde € es el corrimiento en fase de la onda reflejada respecto a la incidente debido

a la carga. Con ello podemos usar el principio de superposicion para establecer una
expresion general de la tensién y corriente:

v
V= Vo i = Vol (@ heke ) (19
I=1Iy+1 =|I (eVZ H;H J%‘W) e I0. (16)

Con el fin de expresar lo pedido en funcién de las impedancias simplemente nos adhe-

rimos a las definiciones. Sabemos por definicién que la impedancia caracteristica de

la linea cumple la siguiente relacion Zy = ‘I/—g:

Vol o

= Zp="—2e® A Ip= 17
ol Zy )
Mientras que para una onda que viaja en el sentido contrario sobre el mismo eje de
referencia se tiene Zy = _%:
Il s Vi
= Zy = LMELPN AN I =——. 18
] Z (1%)

Ahora para la impedancia en la carga también usamos la definicién. Sabemos que la

razon entra la tensién total y la corriente total en el punto donde esta la carga es, por
. . . . ] _ _ V(z=0),
definicion, la impedancia de la misma, en nuestro caso en x = 0, luego Z, = T(-=0) -

= 1(:=0) = =, (19)

:>Ig(z:0)+11(z:0):VO(Z_O)Z—ZVI(Z_O), (20)

Vol:=0) Vi(z=0)  Volz=0)+ iz =0) o
Zy Zo Zr '

(22)




Antes de proseguir hemos de evaluar en z = 0 en cada funcién de z:

Vo(z = 0) =[Voll, (23)
Vi(z = 0) =V €. (24)

Por lo que podemos remplazar en lo que habiamos desarrollado y obtener:

Vol —lIValle® _ [[Voll +[[Valle*

2
Z Z; (25)
Despejando para Vi /V| se obtiene:
Vi(z=0 Villeé  Z,—Z ~
1(z=0) _[Wlle® _ Ze=2 _ 5 (26)

Vo(z=0) VoIl Zc+Z

Donde llamamos a Ry es nuestro coeficiente de reflexiéon para la tension. Bajo un
proceso analogo se obtiene el coeficiente de reflexién para la corriente:

L(z=0) _|ILhlle® _ Zr - Z

— =R 27
I(z=0) ||| Ze+ Zo d (27)

Notamos que los coeficientes estan desfasados 180° en el plano complejo, pero tienen
el mismo modulo.

(c) La impedancia de entrada vista desde cualquier punto es, por definicién:

Zin(z) = % (28)

Empezamos el desarrollo con las expresiones obtenidas en la parte (a):

1% e
Vo] (eyz + H‘/—;Helge Vz)

n\%

N 112 i (29)
o]l (evz + Hlfé”ejﬁefvz) 30

Reordenando y usando las expresiones obtenidas anteriormente para los coeficientes
de reflexién e impedancia caracteristica:

Zn(2) eV 4 ZEEThe TV 7,6V 4 Zye¥  Zpe Y — Zge (30)
AT A0 e ez V767 + ZgeV: — ZpeVE + Zge¥*
Zr+Zo
Zin2) Zr(e¥* +e V) 4+ Zy(e¥* —e™7?) Zr + Zoililiiix (31)
in\ % 0 _ _ = 40 PRpR—r
Zo(eY* + e Y2) + Zp(e¥* — e Y?) Zo+ Zr St
Zr + Zytanh
Zin(2) ct+ Zotanh(ys) . (32)

- OZ() + Zr tanh(yz)’

3. Reflexién total. Resolver para ondas incidentes y reflejadas, unirlas a través del principio de
superposicién (aplicable en todos los medios), obtener los indices de reflexién correspondientes



y concluir sobre las similitudes y diferencias en cada medio. Hint: Para que pueda comprobar
sus resultados considere que todos los casos corresponden a reflexién total con cambio de fase.

(a) [4 puntos| Sea la linea de transmisién de impedancia caracteristica Z; (en figura 3):

Vs Zy

Figura 3: Linea de transmisién.

Donde la carga es un corto circuito (shorted circuit). Asumir de la figura 3 que el corto
se encuentra en z = 0 y no existen perdidas, & = 0. Asumiendo una forma estdndar
sinusoidal para el generador encuentre, en orden: la senal de tensién total en funcién de
z, el indice de reflexién en funcién de la tensién incidente y reflejada, y, a través de mero
analisis de sus resultados, establezca porque hay reflexién total.

(b) [3 puntos] Sea la cuerda la largo £ de la figura 4:

Fuente: Extremo fijo
Asin(wt) l

< ] ]
T 1

o C 0

Figura 4: Cuerda forzada con un extremo fijo.
Encuentre la solucién a la onda mecdnica de la cuerda en régimen estacionario, n(z,t),
usando la ecuacion de ondas estandar. Considere que la velocidad de propagacion en
la cuerda es u. Identifique en su respuesta final la componente de la onda incidente y
la reflejada. Ademéds construya un analogo al coeficiente de reflexiéon visto en linea de
transmisién para la onda mecanica y establezca que estamos en presencia de reflexion
total con cambio de fase.

(¢) [3 puntos] Otra vez, pero en el espacio, sea la figura figura 5 donde E; es una sefial eléctrica
polarizada linealmente:

E, UaVaVYa: Conductor

g — OO
€ 1
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Figura 5: Onda eléctrica y medio conductor.
Sabemos que el primer medio tiene permitividad eléctrica e con permeabilidad magnética
1, v el segundo medio es conductor con ¢ — oo. Al igual que en las partes anteriores
de la pregunta se le pide obtener una expresién general para el campo eléctrico en el
medio no conductor (esta vez puede usar la forma estdndar de la solucién a la ecuacién



de ondas) y obtener el coeficiente de reflexién. Ademas demuestre con ecuaciones o un
analisis detallado el porque no existe transmision del campo hacia el medio conductor.

Solucidn:

(a) Bajo nuestro sistema de referencia la onda incidente va hacia los negativos de z y por
eso su forma estandar es:
Vi(z) = Vel @iHA2), (33)

Observacion: si bien la incidente se mueve a los negativos de z la linea de transmision
en finita y esta expresién matematica carece de un sentido real fuera de la misma,
aun asi la sefial “virtual” fuera de la linea es de gran ayuda para resolver este tipo de
problema. Ahora para la onda reflejada:

Vi(z) = Vopel @i=52), (34)
Luego por simple superposicién la onda total es:
V(2) = Vi(2) + Vi(2) = Voud @99 4 14,1 02), (35)

Para calcular el indice de refeccion es adecuado establecer la condicién de borde en
primer lugar. Dado en z = 0 la linea es en corto entonces la diferencia de voltaje es
nula, con ello:

V(z=0)=0 (36)

— Vol B0 Ly @50 — g (37)
= Vor = —Voi = Voo™ (38)

— V,(2) = Vel WtB2+7) (39)

Por definicién el coeficiente de reflexion se obtiene en el cambio de medio, z = 0 en
nuestro caso, y como el cociente de la onda reflejada e incidente:

Vi(2) Vel @t=B0+m)

TTVE) T VedEro

(40)

— R=¢"=-1. (41)

Este resultado implica que la onda reflejada tiene la misma magnitud que la onda
incidente pero con una inversién de fase, lo cual confirma la reflexién total, por
enVertR =1, con cambio de fase, por el /™ = /180°, en el cortocircuito.

(b) Como cualquier onda, la cuerda tiene que satisfacer la ecuacién:
*n _ 507
— =ut—.
ot2 Ox?

Asi mismo, por la oscilacion forzada y el requisito de régimen estacionario, podemos
establecer que la solucién tiene forma tal que:

(42)

n(z,t) = X (x)e“t. (43)




Observacién: se debe entender que al aplicar notacién fasorial solo conservamos la
parte real para problemas mecanicos. Remplazando:

(jw)? X (z)e/! = u? X" (z)e". (44)
Asumiendo que el fasor no se anula:
u? "
X(z) = ~ 5 X"(z), (45)
X(z) = Belu® 4 Ce ¥ u®. (46)
Aplicando la condicién de borde en x =0, B = —C:
— X(z)=B (ejfz - eﬂ'%m) . (47)

Para la condicién de borde en = L primero hemos de adecuar el armoénico a la forma,
de nuestra respuesta, es decir:

Asin(wt) = A cos <wt - g) — A (“178) = et . (—j). (48)

Considerando la ecuacién (43) se tiene:

X(x = L) = —jA, (49)
y con la condicién de borde:
B (57 —eTI5) = —jA (50)
—A
= B=——. (51)
2sin (‘“u—L)
De esa manera la solucién final es:
_A s w s w .
e, t) = ——— (el — e7INT) o, (52)
2sin (%)

Para visualizar claramente las ondas incidentes y reflejadas, acomodamos los términos

tal que:

n(z,t) = A'e (witfz) _ glel(wi=Pz) (53)
donde A’ = ﬁ y B = . De la expresion obtenida, por simple inspeccién,
notamos que el priqrtner término corresponde a una onda viajera hacia los x negativos
(onda incidente segin la figura) y el segundo término una onda viajera hacia los z
positivos (onda reflejada segun la figura):

N = A/ej(wt+ﬁx) (54)
N = _Alej(wt—ﬁac) (55)




Como lo hacfamos en LT vamos a obtener el coeficiente de reflexién como el cociente
de estos valores y evaluarlos en el cambio de medio (x = 0 en este caso):
. _A/ej (wt—pB-0)
R=——+—— (56)
Alel (wt+3-0)
R=—-1=1-¢" =1/180° (57)

Ahora si, podemos establecer que estamos en reflexién total, por el modulo del coefi-
ciente, y en cambio de fase, por los 180°.

Como se nos permite llegar y establecer la solucion a la ecuacién de ondas, sabemos
que:

E; = E;d Wty (58)
Ya que la figura no especifica como apuntan los otros ejes, ortogonales a X, y la onda
esta polarizada linealmente, se opta por escribir el campo de esa manera. Andlogamente
para la onda reflejada:

E, = E,Wt=82)g (59)
Asi, el campo total en el medio con € y u es:
E= (Eiej(th@ + Erei(wf*/ﬁ)) y. (60)

Dado que solo hay elementos de campo paralelos a la interfaz usamos la condicién de
borde: _ _
(Eiej(wHﬁ'O) + Eye W*ﬂo)) § = Ep1§ + Eyo2. (61)

Como se demostrara mas adelante, el campo eléctrico es nulo en el medio conductor,
luego:

E;e?“ + B¢t =0 (62)
E,=—F; (63)
E, = —Ed @0y, (64)

Repetimos lo usual para el coeficiente de reflexién:

ET —Eiej (“t*B'O)y

R= 7~ ey (65)
R=—-1=1-¢" =1-/180° (66)

Y queda mas que claro que se repite el caso de reflexion total con cambio de fase.
Para comprobar que no existe campo en el medio conductor podemos usar una de dos
relaciones, la primera es que para medios lineales, homogéneos e isotrépicos se tiene:

J =oE. (67)

Si tuviéramos alguna especie de campo no nulo, también tendriamos una densidad de
corriente infinita o extremadamente alta. También podemos recurrir a la formula para
la profundidad de piel o profundidad de penetracion dada por:

5= (68)

Heo

Donde claramente la profundidad es nula cuando la conductividad tiende al infinito.




4. Sea una guia de ondas rectangular de medidas a = 4,5cm y b = 3,2cm (asuma en el vacio).

(a) [2 puntos bonus] Obtenga las frecuencias de corte de los modos TE;g, TEgg, TEg;, TE;1,
TM11 y TEQl.

(b) [2 puntos bonus] Para el modo fundamental TE b < a obtenga, Bmn, Uph,mns Amn Y TE,mn
a una frecuencia de v = 7 GHz.

(c) [2 puntos bonus| Interprete brevemente el significado de los pardmetros obtenidos con
anterioridad.

(d) [2 puntos bonus] Sea el campo eléctrico para el modo fundamental de la forma:

E, = —j220sin <ﬂ:> e7if0z, (69)

~

Obtenga el vector de Poynting y su potencia promedio (P

Solucién:

(a) Luego se busca analizar los modos TEjg, TEy, TEg1, TE11, TM;1, TE9; donde se
obtiene lo siguiente:

c 1\2 0\?2
TE10 = veutoiio = 54/ | =] + (7] =3.3GHz (70)
2 a b
2\?  /0\?
TE20 = Veutoff,20 = < -] +|1-) =6,6GHz (71)
2 a b
c 02 1\2
TEo1 = Veutoff,o1 = 5 P + b = 4,6 GHz (72)
2 2
c 1 1
TE11 = Vcutoff,11 = 5 <a> + <b> = 5,7 GHz (73)
2 2
c 1 1
TM11 = Vcutoff,11 = 5 (a> + (b) = 5,7 GHz (74)
c [/2\* [1)?
TE21 = Vceutoff,21 = 5 E + g = 871 GHz (75)

(b) Luego se busca obtener Bymn, Uph mn, Amn, ¥ Mmn Para una frecuencia de 7 GHz y dado
que el siguiente termino se utilizara constantemente se obtiene como:

2
Fio= \/1 - <V‘“fﬁ”’) = 0,8819 (76)




Luego el resto de valores corresponden a:

2nv

2
B1o = Bolo = ;Fm =""Fjp=129,29radm™* (77)
c
Uph,10 = Filo = 3,405 x 108 ms™! (78)
A0 v
Ao = = = 26,485 79
YT FRo P Aev T (79)
NTE10 = 120w Fyg = 427,91 2. (80)

Con lo que se obtiene los pardmetros de interés para el modo mas bajo.

(c) Luego se busca interpretar los pardmetros obtenidos con anterioridad, donde se tiene
que:

e (..., corresponde a la constante de fase, que es una adaptacion a la constante
de fase para una onda plana § = w,/ue. En este caso la onda se propagara con
distintos modos de vibracién dependiente de la geometria de la guia de ondas.

® Uph mn velocidad de fase, es la velocidad a la cual la modulacién o envelope de
una onda se propaga a través del medio. Esta velocidad es mayor a la velocidad
de la luz en el medio, u < Uph mn-

® A\, es la longitud de onda de una onda viajera en una guia de ondas tal que
posee un cambio de fase igual a 2w rad en al direccién del eje z.

® NTE,mn €s la impedancia o impedancia intrinseca del modo TE,,,. Representa
el cociente o ratio entre los campos eléctrico y magnético de una onda corregida
por una propagacion tipo TE.

(d) Calculamos Luego el vector de Poynting tal que:
1 .
(S) = SRe [E x H} , (81)

reemplazando por ecuacién (69) se obtiene:

1 . E, _
(S) = —Re | B,y x —L-% (82)
2 1TE,10
2
1|E
21TE,10

22072 .o [(TT .
~ 29283190 <a> z (84)

— 56,55 - sin’ <m>
a

N)
—
(02¢)
ot
~—




Con lo que finalmente integrado sobre todo el conductor se obtiene lo siguiente:

r=a py=b T
(P) = 85,455 - sin® [ — | dz dy (86)
=0 Jy=0 @

= 85,455b/  sin? (7::) dz (87)
=0
— 85,455ab. (88)

5. Sea una linea de transmisién visto en la figura 6 de impedancia caracteristica Zyp = 40Q) e
impedancia Z; = (50 — j50) €2, se le adiciona una linea de transmisién de longitud | = 5A/12 en
circuito abierto.

(a) [2 puntos| Calcule la impedancia Z., del circuito vista a una distancia 5A/12.
(b) [2 puntos] Calcule la impedancia equivalente en la linea de transmision.

(c) [4 puntos] Determine la distancia [ con tal de adaptar la parte real de la admitancia equiv-
alente, y la distancia [s con tal de adaptar la parte imaginaria de la linea de transmision
tanto en corto circuito (I$°) como en circuito abierto (I$*).

(d) [2 puntos] Explique el proceso de adaptacion.

Zo [Z] Zo e

Figura 6: Linea de transmisién en circuito abierto.

Solucion:

(a) La impedancia Z¢, del circuito se calculara con la formula Zj, para la cual se tiene
que Zy =00y Zy =501

(1 +jZ0tg:1(5l)>
((% +jtan(an))
_ =iZy —iZy V3%
- tan (27”%) - tan (‘%) - 3

 Z0(Zi + i Zo tan(B1))

an — . =7
(Zo + j Z, tan(Bl)) 0




(b)

La impedancia equivalente en la linea de transmisién serd la impedancia de circuito
abierto en paralelo con la impedancia de la carga Zoq = Zca/Z;. En este caso se tiene
que Z; = (50 — j50) Q y Zea = jv/3Z0/3 por lo que para conseguir Zeq se tiene que:

Zeadl, o J\/320/3(50 - 50.])

dea = G 7L iv3Z0/3 4 50 — 50; (1)
Esto nos dara como resultado
Zeq = 83,47 4 j37,15 (92)
Luego normalizando la impedancia se tiene i%q
Zeq = 2,08 4+j0,93 (93)
Luego calculando la admitancia para utilizar la carta smith se tiene:
Yo = =0,4—j0,2 (94)

Zeq

Por lo que en la carta de smith se tiene que la parte real de la admitancia es 0,4 y la
parte imaginaria es —0,2 por lo que se tiene utilizando la carta smith conseguimos los
siguientes valores para [, IS¢ y [5%.

I = 0.2\ (95)
1° = 0,125\ (96)
1% = 0,0375\. (97)

Recordar que cada uno de estos valores se obtiene de la carta de Smith y corresponden
a valores aproximados.

jBuena suerte!




