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1. Resuelva los siguientes problemas basados en el esquema de la figura 1.
(a) Las expresiones para el campo eléctrico € y la intensidad magnética H.

(b) Obtenga una expresién para E; (onda reflejada del medio 1), tal que esta dependa de (E; , Y, Y3,
Y1) considerando una distancia d = %.

(c) Sea el caso en que €2 = |/€1€3, demuestre en base a la expresién anterior que no existird onda reflejada
en el medio 1. Hint: ocupar la siguiente expresion:

(b+c)b—a)+ (b+a)(b—rc) = (b*— ac) (1)
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Figura 1: Onda en 3 medios.

Solucion:

(a) Se tiene las siguientes expresiones para los campos eléctricos y magnéticos segin los medios y las
zonas de interés:

Campo eléctrico e intensidad magnética en z < d

£ =B e M= 4 By elh1= (2)
M1 =Y Efe M7 — Y By elF® (3)

Campo eléctrico e intensidad magnética para d <z < 0




£y = Efe %% 4 By elh2? (4)
Ho = Yo Ej e %27 — Yy By eik2? (5)

Campo eléctrico e intensidad magnética eléctricos z > 0

E3 = Ef e 40 (6)
Hz = Y3ES e 7% 40 (7)

Recordando que en el medio 3 no existe onda reflejada, por lo que se tiene que E5 = 0.

Se busca el obtener una relacién para la intensidad de campo eléctrico £ tal que dependa de las
variables (E; ,Y2,Ys,Y]). Para lograr estos, utilizaremos las condiciones de bordes en las interfaces
de los medios.

Primera condicién de borde z = —d

Ei(z=—d) =E3(z = —d) (8)
Efejkld + Efe*jk!d = E;ejk?d + EQ_efijd (9)
Luego evaluando en d=\/4 se tendré:

B (G) + By (=5) = By () + B; (=) (10)
Ef — B =Ef - E; (11)

De manera andloga para la intensidad de campo magnético:
Hi(z = —d) = Ha(z = —d) (12)
YlEfeﬂ“d — YlEl_e*jkld = YgE;eijd — }/2E2_€7jk2d (13)
ViE{ (j) = ViEy (=)) = Y25 (j) — 2By (=)) (14)
ViEf + iE] = Y2ES + YoE; (15)

Segunda condicién de borde z =0

E3(z=10) =E&3(2=0) (16)

Ef et 4 By e IR0 = g edko (17)
Ef + Ey = Ef (18)

Ho(z = 0) = Hs(z = 0) (19)

YoEf e/ — Yo Ey e = Y3 Ef €Ik0 (20)
Y2ES —Ya2E; = Y3ES (21)

Luego se obtienen las ecuaciones que nos permitirdn obtener lo buscando, reemplazando E{f :
V2B — Y2B; = Y3Ef (22)

V2B —Y2E; =Y3(Ef + Ej) (23)

YoEf — YoE; = Y3ES + Y3E; (24)

By (Y2 = Y3) = B, (V2 + Y3) (25)

_ (Y2 +Y3) (26)

Bf = gy L2t
2 2(Y2—Y3)




Se tendra por otro lado que:

Ef —Ef =By —E, (27)
Ef =Ef —E; +Ef (28)
(29)

Luego reemplazando esta expresion en lo siguiente:

Y1Ef + ViE] = Y2Ef + Y2E5 (30)

Yi(Ey — Ey + EY)+ V1E] = Y2Ef + Y2E; (31)
YiEf —Y1Ey +2Y1E] = Y2E5 + Y2E; (32)
(33)

Dado que se busca el obtener explicitamente la expresién E| , despejando en base a lo anterior se
tendra:

Ef (Yo — Y1)+ E; (Y1 + Ya)

ET = 4
1 v (34)
(35)
Considerando la ecuacién de borde obtenida con anterioridad:
E5 (Yo +Y3)

Ef=—2r=2"_"° 36
2 (Y2 _ YY3) ( )

Reemplazando la ecuacién anterior en la expresion de E| se tendré:

— [ (Ya+Y3)(Ya—Y1)

B (MR 4 v+ 1)

By = (37)

2Y1
Finalmente se obtiene una expresién para £ en términos de las variables conocidas.

Se busca el analizar la situacién en que €3 = (/€1€3, por lo volviendo sobre la ecuacién anterior.

B (B0 1 05 70)

By = o (39)
_ By ((Ya+Y3) (Yo — Y1) + (Yo + Y1) (Ya — V3))
El — 2 2 3 22}/’1(51/2 _Y32) 1 2 3 (39>

Utilizando el hint del enunciado:
(b4¢c)(b—a)+ (b+a)(b—c) = (b* — ac) (40)
La exoresién queda reducida a:

_ B (Y - YiYs)
LT (Y, - V)

(41)




Luego tomando el numerador de la expresion anterior y recordando que la admitancia viene dada

2
Y2-vivs=| )2 - 2? (42)
Ho Ho

@ _ vaes (43)

— /e
porY—\/;

Ho Ho
_ \/€1€3 B \/€1€3 (44)
Ko Ko
=0 (45)

Con lo que bajo la condicién inicial se obtiene que | = 0, es decir que no se tendrd onda reflejada
en el medio 1.

2. Considere una onda plana cuyo campo eléctrico tiene una magnitud Ey (donde Ey = E}) y direccién z,
incidiendo normalmente en una seccién de tres medios diferentes, siendo este ultimo una placa dieléctrica
perfecta adosada a un plano perfectamente conductor (o0 = 00), como se indica en la figura 2.

(a)
(b)

Obtenga una relaciéon entre los campos F5 y E; en funcién de ds.

Una vez determinada la expresién anterior, analice cuando dy = % y explique en términos del médulo
del coeficiente de reflexion.

Considerando que dy = %, determine una expresién para las amplitudes de los campos E] y Ef y
analice el caso cuando di = %

Considerando que d; = dy = %, calcule el valor de potencia por unidad de area en el Medio 1 tanto

para la onda incidente como para la reflejada.

;Son las potencias para la onda incidente y reflejada, obtenidas con anterioridad, diferentes? Argu-
mente su respuesta.
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Figura 2: Tres medios con el ultimo adosado a un plano perfectamente conductor.

Solucion:

(a) Se busca obtener una relacién para los campos E; y E; en funcién de de do, por tanto las expre-

siones de los campos eléctricos y magnéticos en general para los diferentes medios corresponden:




Medio 1: z < d1

Ei(z,t) = (Bf eVle Mz | preivicihin)g (46)

%1 = Yl(g) X 512/13\ (47)

Hy = Yi(Ef Ve M7 — Erelvtelb®)y (48)
Medio 2: d1 <z< dg

Ea(z,t) = (E;ejme_mz + E{ejwtejk”)fc\ (49)

7{2 = YQ(E) X ggi (50)

Ho = Yo Ef 7Vl I727 — B edvteih?)g (51)
Medio 3: d2 <z <0

E3(z,t) = (BEf eVle M7 | Erelvieiks®)g (52)

Hs =Y3(2) x E3x (53)

Hs = Y;J,(Egrejme_jk?’z - Egejwtejk?’z)@\ (54)

Con lo que finalmente se obtienen las expresiones de campo eléctrico y intensidad magnetica para
los 3 medios, el 4 es despreciable debido a la presencia de una pared con conductividad infinita
(Reflexidn total). Luego queremos relacionar E;r y E5 , es por esto que evaluaremos en la interfaz
de los medios 2 y 3:

Interfaz medio 2 y 3 (campo eléctrico)

gQ(Z = —dg) = 83(2’ = —dg) (55)

Reemplazando y teniendo la consideracién con los signos se tendra que:
(E;-ejwtejkzdz + EQ—ejwtefijdz) _ (E;‘er)tejksdQ + E?’—eJ'Wte*jk3d2) (56)

A partir de ahora omitiremos en todas las expresiones los términos fasoriales asociados a el tiempo
e/t dado que no cambia con los cambios de medios por lo que no sera relevante.

(E;-eijdz +E2—€—jk’2d2) — (E;-ejk:sdz + E?)_e_jk3d2) (57)

Necesitamos eliminar la dependencia de las amplitudes asociadas al medio 3, por lo que evaluando
en z=0, tenemos que:

E3(2=0,t) = (Bfe %0 4 Ereiks0) = (58)
Ef = -Ej5 (60)

Recordemos que lo igualamos a 0, debido a la conductividad infinita de la interfaz y por tanto la
no existencia de onda en el otro medio. Reemplazando esta condicién sobre lo anterior:

(E;ejk2d2 +E2—€—jk2d2) _ (E;‘ejk3d2 + E?)—e—jksdz) (61)
(E;‘ejkzdz + Ez—e*]’k2d2) — E;_(ejk3d2 _ e*jksdz) (62)

(E;rejkgdg + E;e_jl”dQ) — 2E§r] Sin(k‘gdg) (63)




Con lo que reducimos a solo tener un E; , con lo que debemos relacionar alguna otra expresion
para reducirlo, usando la intensidad de campo magnético de la siguiente manera:

Interfaz medio 2 y 3 (campo magnético)

Ho(z = —da) = Hs(z = —da) (64)
YQ(E;—e—ijZ - El—ejkgz) _ Yg(Eg‘e—jk’;;z - E3—ejk73z) (65)
Utilizamos la misma condicién que obtuvimos de antes (Es decir que Fy = —E3):
Y2(E§Le_jk2’z - El—ejkigz) _ Y?)E;-(e—jkgz + ejk?3z> (66)
Yo(Eyf e k2% — Bl e®2?) = Y325 cos(ksda) (67)

Luego realizando la divisién se observa que queda expresada solo en términos de Ej y E5 con lo
que podemos relacionarlos en funcién de parametros conocidos, es decir:

(Ey eik2d2 4 Eye~if2d2)  jtan(ksdy)

. , = 68
Yo(Ef e~ikez — B eik2?) Y3 (68)
Luego despejando se logra obtener que
elkadz <%j tan(ksda) — 1>
Ey = Ef - (69)

e~ Jkadz (1 + %j tan(k‘gdg))

Con lo que finalmente se obtiene una expresiéon que relaciona los campos solo en funcién de la
distancia dg

A
29

Se desea analizar la expresion anterior cuando ds = %, por lo que evaluando de manera directa se

tendra:

eIk 3 (%] tan(ks - %) — 1)

Ey =Ef —— (70)
e k23 (1 + %j tan(ks - %))
Luego teniendo en consideracion que:
pFikady _ B3 _ Ejm _ (—1) (71)
jtan(ksds) = jtan(m) =0 (72)
Relacionandolo con lo anterior sigue que:
1 (% 0 1)
Ey = Ef (73)
1 (1 +Z. 0)
By = —Ef (74)

Con lo que tenemos un efecto similar al de una pared con conductividad infinita. Asi calculamos
el coeficiente de reflexion:

r :56*2%2612 (75)

=(=1) (76)




Donde si evaluamos obtenemos a priori lo que se esperaba el tener el efecto de una pared con
conductividad infinita, esto principalmente porque tenemos amplitudes iguales solo con signos
opuestos y por lo tanto tendremos ademas una reflexiéon con un desfase de + .

Se busca relacionar las amplitudes para el medio 1 considerando la misma distancia para (da = \/4)
y relacionarlo con lo obtenido con anterioridad. Es directo ver que tenemos el mismo andlisis
anterior (Un error comin es volver a calcularlo y perder mucho tiempo), por lo que directamente
tenemos que:

elkich <%j tan(kad;) — 1)

By = Bf — (77)
e=thi (14 2 tan (kady) )
Con lo que tenemos para dj = dy = %
By = -Ef =-Ey (78)

Recordando que la amplitud de la onda incidente es conocida

Luego buscamos obtener si las potencias de la onda incidente y reflejada son iguales bajo las
condiciones anteriores, con lo tenemos lo siguiente:

1 N 1 ~
(ST) = 5 Re(By x H}) = (B{)*Yi2 (79)
_ 1 . 1, ~
(S7) = 5 Re(By x HY) = 5 (B )*Yi2 (50)
En base a lo anterior se tendrd que Efr = —F| = —FEy, pero dado que tenemos la expresion
cuadrado, se observa finalmente que:
(S1) = (S1) (81)

Lo cual es consistente con la intuicién.




