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Antes de adentrarnos en los temas relacionados al electromagnetismo aplicado, es de suma importancia
destacar algunas nociones y operadores matemaéaticos que seran utilizados a lo largo del curso.

1 Definiciones y operadores matematicos

e Campo escalar: Sea Q C R? un abierto no vacfo. Llamaremos campo escalar sobre € a toda funcién a
valores reales f: Q CR? - R

e Campo vectorial: Sea Q tal que F : Q C R3 — R3. En coordenadas cartesianas:

F(x7y7 Z) = F1($7y7 Z)i + F2($7y7 Z)S’\ + F3($)y7 Z)/Z\ (1)
Donde F;(z,y,z) con i = 1,2,3 es un campo escalar sobre (2.

e Divergencia: Sea F = (Fy, Fy, I3) = FiX+ Fby + F3z un campo vectorial de clase C!. Se fine el operador
divergencia F como:

oFy O0F, O0F;3

-F = . 2
v ox + y + 0z 2)
Donde es posible considerar que:
.0 0 _0
=X— — —. 3
v X8m+y8y+zaz (3)

Se debe tener en cuenta que el operador divergencia es un operador vectorial que entrega como resultado
un valor escalar, de los cuales existen tres escenarios, los cuales se ejemplifican mediante un flujo:

— V- F = 0: No hay fuentes ni sumideros en el lago; el flujo de agua es estable y no hay expansion ni
compresion significativa en ningin punto.

— V-F > 0: La divergencia es positiva en el punto de la fuente de agua, ya que el agua se estd
“expandiendo” desde ese punto hacia afuera. La velocidad del flujo aumenta a medida que nos
alejamos de la fuente

— V-F < 0: La divergencia es negativa en el punto del sumidero, ya que el agua se esta “contrayendo”
hacia el sumidero. La velocidad del flujo aumenta a medida que nos acercamos al sumidero.

e Laplaciano: Sea f un campo escalar de clase C?, se define el Laplaciano de f como:
V2F = V21X + V Ry + V2 Fsz (4)

Es importante considerar que el operador diferencial Laplaciano recibe un campo escalar dando como
resultado un campo vectorial.



e Rotor: Sea F = FiX + Ly + I3z un campo de clase C', se define el operador rotor de F como:

_(0F; OFR)\ . (0F 0F\ . (0F, OF\.
ver e (-5 )v (5 5)7 ©)

Es posible reescribir el rotor tal que:

VxF= (6)

Tl w0
o Yo
TN

e Gradiente: El gradiente de una funcién escalar en el espacio tridimensional es un vector que indica la
direccién y la magnitud de la tasa de cambio maés rapida de la funcién en un punto dado, esta recibe
funciones escalares,

OF . O0F_. OF_.

F=— — —7Z.
v axx+8yY+Bzz (7)

— Preposicién 0.1: Todo campo vectorial de clase C' que deriva de un potencial es irrotacional, esto
es, si F = —Vg en ) para algiin potencial g de clase C? sobre €2, entonces V x F = 0 en .

— Preposicién 0.2: Sea F : R? — R? un campo de clase C! entonces:

F es conservativo en R?® <= VxF =0 en R3 (8)

donde hemos usado “cero vector” 0 o simplemente 0. Algunas identidades de los operadores vecto-

riales:
V- (VxF)=0 (9)
Vx(Vf)=0 (10)
V-(fF)=fV-F+F.Vf (11)
VX (fF)=fVxF+VfxF (12)
V.- FxG)=G-VxF-F - VxG (13)
Vx(FxG)=FV-G-GV-F+ (G-V)F—- (F-V)G (14)

2 Teoremas

e Teorema del rotor de Strokes: Sea S C R? una superficie orientable y regular por pedazos, cuyo
borde C es una curva cerrada, simple y regular por pedazos. Sea F : U C R?* — R3 un campo vectorial de
clase C'' definido sobre un abierto U que incluye una superficie S y su borde C. Sea finalmente n : S — R3
un campo de vectores normales que define una orientaciéon sobre § y supongamos que la curva cerrada
C es recorrida con orientacién positiva con respecto a la eleccién de la normal n, es decir, respetando la
regla de la mano derecha, entonces:

éFwﬂ:[LVdea:[LWkFiﬂm. (15)

e Teorema de la divergencia de Gauss: Sea V una region solida acotada por una superficie cerrada S,
y sea F un campo vectorial continuamente diferenciable en V. Entonces:

tiF.mpz//Vv.de (16)




3 Ejercicios

1. Verifique si los siguientes campos vectoriales son conservativos:
(a) v = [y?cos(z) + 23| X + [2ysin(z) — 4] ¥ + (3zz? + 22)7,

~ 2 ~

(b) g= (7,2_:;2)3/21' - (r2+22)3/2z'

Solucion:

(a) Para verificar si los campos anteriores son conservativos se buscard expresar el campo vectorial en
funcién del gradiente de un campo escalar v = —Vg, debido a que al ser expresado de esta manera
es posible demostrar que son conservativos, por lo tanto se busca obtener el campo escalar g, tal
que lo imponemos como:

gi =y?cos(z) + 2°, (17)
gi = 2ysin(z) — 4, (18)
gg = 3x2% + 22. (19)
Luego denotamos como g* el campo que queremos buscar e imponer, por tanto:
99" _ y? cos(z) + 23, (20)

/%gx dx = /y%os(a:)dac + /z3dx + C(y, 2). (21)

Es importante anadir una constante que sea funcién del resto de coordenadas C(y, z) dado que a
priori no sabemos de qué dependerd esta tltima al realizar la integracién.

9" (z,y,2) = yQ/cos(a?)da; + zg/da: + C(y, 2), (22)
= y’sen(z) + 23z + C(y, 2). (23)

Luego utilizamos esta candidato ¢g* para la siguiente componente, es decir, .

%(; = Gay ( Zsen(x) + 23z + C(y, z)) = 2ysin(z) + anc(y’ z). (24)
Luego se impondra que %L; = g—g por tanto:
dgx g
o _ 2 25
0
2y sin(x) + @C(y, z) = 2ysin(z) — 4. (26)
Tal que para lograr dicha igualdad se debe cumplir:
2C’( z)=—4 (27)
8:[/ y’ - 9

/;yC’(y, z)dy = —4/dy, (28)
C(y,z) = 4y + C(2). (29)




Luego volviendo sobre nuestra propuesta:
9" (w,y,2) = y?sin(w) + 2%z + C(y, 2), (30)
= y?sin(z) + 2%z — 4y + C(2). (31)

Vemos que ahora se desarrollo la dependencia de y asociado a la constante C(y, z), por lo que nos
queda ver su dependencia con respecto a z. Andlogamente:

Og*(z,y,2) _ 0 ( 5 3 _g,2, 9O
5, 35 (y sin(z) + z x—4y+C(z)) =32z + aC(z). (32)

Por lo que posteriormente se tendra que:

09" (v,y,2)  Og(x,y,2)

0z - 0z ’ (33)
32%x + 8820( ) = 3222 + 2z. (34)
Por lo que se deberd cumplir:
8
5.¢ (2) = 2z, (35)
/ 5 =2, / zdz, (36)
C(z) = 22+ e (37)

Notar que la constante ¢, ya no depende de alguna variable con lo que finalmente se define un
campo escalar tal que:

g*(x,y, 2) = y?sin(z) + 23z — 4y + C(2), (38)
= y?sin(z) + 2%z — 4y + 22 + e (39)
El cual cumple con con la expresién v = —Vg*, lo que permite afirmar que el campo v es conser-

vativo.

De manera Similar a lo visto anteriormente se busca el demostrar que el campo vectorial g es
conservativo, pero con la excepcion de que estamos en presencia de coordenadas cilindricas, por lo
tanto debemos tener en consideracién el gradiente en dichas coordenadas.

2

rZz ~ r N
&= (r2 + 22)3/21' - (r2 + 22)3/22 (40)
Donde el gradiente para coordenadas cilindricas vendra dado por:
BGA 190G ~ 8G
VG=—T+-—0¢+ 5,2 (41)

ar o

Se buscara por tanto encontrar un campo escalar tal que permita obtener G a partir del gradiente
de dicho campo:

dg rz

ar (12 4 232 (42)
19
.2
e (44)

0z (r2+ 22)3/2




Luego se propone un campo escalar tal que:

dg* rz
or (73 0, Z) = ma (45>
g'(r,0,2) = 2 / W dr+C(6, 2), (46)
d
=z/(m7;/2;+c<¢,z>, (47)

“3(5) ree .

NG +_;)1/2 +C(9,2). (49)

Luego (anteriormente consideramos un cambio de coordenadas u = r? + 22):

g _ 9 —z _9
8¢) - a¢ <(T2+Z2)1/2 +C(¢72)> - a¢c(¢7z) (50)
Imponemos que se cumpla:
9g* _dg
oo 0o (51)
0
%C(d% z)=0 (52)
Es decir, que C(¢, z) no es dependiente de ¢ por lo tanto:
= 4 (¢ 2) = ———— + O(2). (53)

(r2 + 22)1/2 (r2 + 22)1/2

Respectivamente sigue que:

dg* 0 z —r? 0C(z

Luego se imponte nuevamente:

og*
agz - a%’ (55)
—r? 0C(z) —r?
P 2PR T oz 0 (P2 (56)
oC(z
By (57)
C(z) =c. (58)

Con lo que finalmente se obtiene que la constante tampoco es dependiente de una variable de
coordenadas, con lo que finalmente se obtiene:
g (r¢,2) = ————— +C. (59)
A (r2 4 22)1/2
Lo que nuevamente permite obtener un campo escalar tal que permita escribir el campo variable
G como funcién el gradiente de un campo escalar.




2. Considere el siguiente campo vectorial asociado a velocidades:

—y .
v(z,y) = ($2+y2,x2+y2>, g(z,y) = (z,—y)

(a) Dibuje el campo vectorial de velocidades.

(b) Calcule su divergencia y rotor.

(c¢) Analice brevemente que ocurre con los siguientes campos vectoriales en relacién a su rotor:

g(xvyv Z) = yﬁ - ‘ryv h($7y7 Z) = —$2§. (60)

Solucion:

(a) Utilizando una calculadora grafica se logra obtener la siguiente representacién del campo vectorial:

Campo Vectorial
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Figura 1: Visualizacién del campo vectorial

Es interesante notar que a primera instancia presenta una suerte de rotacion.

(b) Se obtendra la divergencia y rotor del campo vectorial anterior, por lo tanto:

Vv %1;5 + %Uyy (61)
“ ) i () "
= *y% <x2 + y2)71 + x;y <:v2 + y2)71 (63)
VR T o

Luego es posible intuir que se tenemos un campo con una densidad de flujo constante. Por otro
lado para su rotor se tendra:

X y z
o 0 0
VXxv= oz dy 0z
" T 0
$2+y2 x2+y2




Con lo que el rotor vendra dado por:

~

00 0 —y
y

X+ [&::_&z<z2+y2>

o ( =z N_O0( -y
Ox \ 22 + 12 0z \ 22 + 92

Uxvo |0_0(_ =
oy 0z \ a2+ 2

Z (65)

+

Desarrollando:
z=0. (66)

PN 0 T 0 —y
Vxv==0R405+ | — () - — (L
v x+ 0y + Ox <$2+y2> 0z (ac2+y2>

Con lo que se obtiene un campo irrotacional, por lo que se debe tener el cuidado al realizar ideas
intuitivas o asumir criterios tnicamente de manera visual. Para el otro campo vectorial tenemos

de manera directa que:

(c) Se busca obtener de manera grifica el campo G(z,y, z) = yX — xy:

Campo Vectorial G(x, y)
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Figura 2: Visualizacién del campo vectorial

Luego su rotor vendra dado por:

X y z
Vxg= a% a% % (67)
y —x 0
Luego:
(00 00 . 00  0Oy\ . O(—z) 0y~
ng_<8y+8z>x (81: 6w>z+< ox Oy z (68)
(69)

=0x+0y —2z=-2z
Luego notamos que existe un rotor y que ademas presenta una breve semejanza a lo obtenido con
anterioridad. Se busca analizar el siguiente grafico vectorial h = —2%%, una idea visual vendra

dado por:




Campo Vectorial H(x, y)

1.00 +—+—— =—— = - -
—— —— -—— - - i e
0751 e e = = - - —————
—— —— -—— - - i e
0.50

—— —— -—— - - i e
—— —— — - - e S S —

0.25 4
—— —— -—— - - i e
> 0.00f———=— = - - =———————
—— —— -—— - - i e
025 e - = - - —————
—— —— -—— - - i e

—0.50 1
—— —— -—— - - i e
—— —— — - - e S S —

-0.75 4
—— —— -—— - - i e
-1.00 +—+—— = = - -

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Figura 3: Visualizacién del campo vectorial

X y z

- |19 9o 0

V xh= ox dy 0z
0 —22 0

Luego,

V X — @4_871'2 §_|_ @_@ A+ _671.2_@ /Z\
&= Jy 0z or  0z)7 Jor Oy
=0x + 0y — 222

= 227

Se observa nuevamente que el campo presenta una rotacién.

3. Resuelva la ecuacién de Laplace V21 = 0 graficando su solucién, para la geometria esférica (r, 0, ¢), con
1 = 1(r) dependiente solo de r (simetria esférica). Considere como condiciones de borde que (a) = v, ¥y

¢<b> = Up.

Solucion:

Se busca resolver la ecuacién de Laplace teniendo en consideracién el tipo de coordenada , ademaés de
algunas condiciones de borde. Por tanto el laplaciano en coordenadas esféricas viene dado por:

by o L0 (000N 10 (L ouy (1 o
V) = 29, (r 8T> + r2sin() 90 <Szn(0) ag) + <r23in29 8¢2> (70

Por enunciado se tendra que i depende solo de una coordenadas , es decir %—% =0y g%ﬁ = 0, por lo

que este se reduce a:
2y = L9 (,20%) _
V() = 2or \' or) " (1)




Luego desarrollando lo anterior,

% 200
o e =0

(72)
(73)
(74)

(75)

Estamos en presencia de una EDO de segundo grado denominada Couchy-Euler, las cuales se resuelven
proponiendo una solucién 1 (r) = 7% con r > 0 (Lo cual se cumple al tener en cuenta que estamos

considerando un radio). Reemplazando se obtiene:
%(r?) n ga(rﬁ)
or? r Or
BB —1)r"* +26r7% =0
757~ B+ 26) =0
r2 B2+ B) =0

=0

Luego se tendréan dos soluciones:

BB+1)=0
p1=0
f2=—1

Se tendra que las soluciones son LI, por lo que se plantea una combinacién linea de la forma:

Y(r) = Ar® + Br?

B
=A4+ —
r
Utilizando las condiciéon de borde se tendra:
B
'lb(a) = A + E = Va
B
P(b) = A+ b Vb
Con lo que se obtiene lo siguiente despejando B
B =daV, — Aa B =0bV, — Ab
Despejando las constantes se tendra:
— bV, o —bVp)b
A:a% V. B:b%_(aV Vi)
(a —b) (a —b)
Finalmente v vendra expresado:
B
U= A+

(76)
(77)
(78)
(79)




4. Considere el siguiente campo vectorial

v(z,y,2z) = [3x2y — 32 4 e®sin(z), 2%, % cos(z) — 3x] .
(a) Calcule el rotor: V x v

(b) Considere la curva I' parametrizada como ¢ € [0, 27]:

r(t) = [cos(t),sin(t), cos(t)],

?{v-dl.
T

y calcule:

v

Ji L

g

il

Figura 4: Calcule sobre la superficie mostrada.



Solucion:

Resolucién 4.1

Utilizando coordenadas cartesianas, tenemos que su rotor vendra dado por:

X y z
otV = 2 I

0
322y — 3z +e%sin(z) =z
Lo que es equivalente:
- 0 ox?\
VXV = (ay(ex cos(z) — 3z) — (;;) X

+ (8<6x cos(z) — 3x) — g(3x2y —3z+¢€" sin(z))) y

Ox 0z
6(332) 0 2 T . ~
+ < T a—y(Sx y—3z+e’sin(z)) | z

= 0X + (% cos(z) — 3+ 3 — €% cos(2))y + (2z — 322)Z
= 0% + 0y + (22 — 32%)Z
=(0,0,2z — 32°)

Con lo que se observa una rotacién asociada al campo vectorial.

Resolucion 4.2
Considerando que la parametrizacién viene dada por:
r(t) = (cos(t), sin(t), cos(t)) (94)

Con t€ [0, 27]. El obtener de manera directa fr V'-dr es bastante complejo mediante esta parametrizacién,
por lo que haremos uso del teorema de Strokes separando por partes la figura en su manto y su tapa

superior:
%V dr. = // rot(V) - ndA + // rot(V) - ndA (95)
T Manto sup

Teniendo en consideracién que el rotor obtenido con anterioridad viene dado por:
V x V =(0,0,2z — 32?) (96)

Es decir que posee componente solo en z , luego al parametrizar en cilindricas se tendrd que n = p, lo
que implicara que p -z = 0, por lo tanto solo sera de interés la tapa superior

7{ V. dr = / rot(V) - idA (97)
r sup




Luego la parametrizacion de la tapa superior I' corresponderd a una circunferencia de radio 1. Por
tanto:

{22+ 2 <12 =22} (98)

Dado que se considera una altura arbitraria, luego:

¢(p, 0) = (pcos(0), psen(0), 27) (99)
Con 6 € [0,27] y p € [0,1]. Debemos obtener la normal , la cual viene dada por Ha¢ pb) o 94 p,e) |,
donde:
8@%);70, ) = (cos(0), sin(0),0) (100)
O000) _ (— psen(0), peos(®).0 (101)
Luego la normal vendra expresada por:
X y z
| 0d(p,0)  Dd(p,0) cos(@)  sen(d) 0O
= = 102
n op X =g (102)
—psen(0) pcos(f) 0
0 = 0X + 05 + (pcos(0) + psen®(0))z (103)
=0x+0y + pz (104)
=(0,0,p) (105)

Finalmente reemplazando se obtiene lo siguiente (Es importante notar que reemplazo sobre la parametriza-
cion de la tapa superior vista anteriormente):

ﬁv-dr:/mrot(m.ﬁ.m (106)
_ / 2pcos(0) — 3(pcos(0))%% - padA (107)

271'
_/ / (2pcos() — 3p°cos?(0))p(dp)(d) (108)

=3

= (109)

Con lo que finalmente la integral de linea o de trabaja es simplificada de gran manera mediante el uso

del teorema de Strokes,
/ V.dr = —3m
r 4




5. Considere el siguiente campo vectorial

v(z,y,2) = [555 + cos(1+y* + z?’)} X+ [ln(l + 2% 4 24) — 5y} y+ [z 14+ 22+ 4% — 5} Z. (110)

Demuestre que v es C! en todo R3. Ademas utilizando el teorema de la divergencia, obtenga:

/Sv -da. (111)

Seun la normal exterior, donde S es la superficie del cilindro centrado en (0,0), de radio 1 y altura z € [0, 1].

Solucion:

De manera directa se tendré que por dlgebra y composicién de funciones C'' el campo vectorial también
lo sera, lo que nos permite utilizar teorema de la divergencia. Similar al problema anterior, el obtener
i fs V -ndA de manera directa es complejo , debido a que se deberd parametrizar el campo y ademds
obtener n , por tanto una solucién a esto es utilizar el teorema de la divergencia, por lo que sea un
volumen que contenga la superficie:

//V-ﬁdA:///div(V)-dV (112)

Luego la divergencia vendra dada por:

oV v oV

(113)

0
= %(596 + cos(1 + y* + 2°))

9 2 4
+8—y(ln(1+x + 2%) — by)

+§Z(z\/1+x2+y2—5) (114)
=5-5+1+a2+y? (115)
= V1+a24y? (116)

Luego haremos cambio de coordenadas a polares tal que z = pcos(0) y y = psen(d) con p € [0,1] ,
z €10,1]:

div(V) = /1 + p2(cos2(0) + sen2(6)) (117)
=1+ p? (118)
Por lo tanto:
1 27 1
/ / / div(V)dV = /0 /0 /0 I+ 2p(dp)(dd)(dz) (119)

_27T

5 (232 - 1) (120)

Con lo que finalmente se tendra que:

/ 7. fdA = 2T (932 _ 1) (121)
S




6. Una bobina muy larga de radio b, tiene n vueltas por unidad de largo y lleva una corriente
I(t) = I, sin(wt) (122)

(a) Encuentre el campo magnético dentro de la bobina.
(b) Encuentre el campo eléctrico dentro de la bobina.

(c) Encuentre el campo eléctrico fuera de la bobina.
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n vueltas

Figura 5: Bobina.

Solucion:

Resolucion 6.1

Para resolver este problema se debera hacer uso de la simetria presente, por lo que aplicando la regla
de la mano derecha siguiendo la corriente, obtenemos que el campo magnético de la bobina tiene la
forma de B = B(z)z. Ademads, se asumird un régimen cuasiestacionario (se desprecia la corriente de
desplazamiento J). Luego, usando la Ley de Ampere recorriendo en sentido antihorario el camino I'y y
suponiendo que la bobina tiene un largo L, obtenemos:

B - dl = polenlaz (123)
N1
Ademas, recordando que Iepiazada para una bobina con n vueltas por unidad de largo es igual a I(t) - n,
B L= puynLI(t) (124)
Luego, reemplazando I(¢) obtenemos finalmente:

B = ponl,sin(wt)z (125)

Resolucion 6.2

Para obtener el campo eléctrico dentro de la bobina, se seguird un camino cirular I'y alrededor de esta,
para un radio r < b. Luego, por ley de Faraday-Lenz obtenemos lo siguiente:

8~d1:8//B-dS (126)
Ty ot Q

Luego, resolviendo las integrales se obtiene:

0
E - 2mr = —mr’ =B 127
T Tt (127)
Por la parte a) ya conocemos el campo magnético, por lo que reemplazando y derivando, se obtiene

finalmente que:

ruonlow cos(wt) 6
2

£ = (128)




Resolucion 6.3

Para el campo eléctrico fuera de la bobina, se debera hacer uso de la ley de Ampére, por lo que se
considerara un radio r > b, obteniendo:

9
dl= —— . 12
) £ (,%//QBdS (129)

Luego, resolviendo las integrales se obtiene:

E 2mr = —7rb2§tB (130)

Por la parte a) ya conocemos el campo magnético, por lo que reemplazando y derivando, se obtiene

finalmente que:

2 o~
b MO”IOSJ cos(wt)e (131)
T

£=-—
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