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EDITORIAL 

 

En este número de la Revista de la SOCHID conmemoramos los doscientos años desde que 

Claude-Louis Navier presentó su artículo “Sobre las leyes del movimiento de los fluidos” en 

la Académie Royale des Sciences de París, el que fue publicado en 1823 en el Tomo VI de 

las Mémoires de l'Académie des Sciences de l'Institut de France. El trabajo de Navier fue el 

primero que agregaba un término debido a la fricción a la ecuación de Euler. Al artículo de 

Navier le siguieron otros de Cauchy, Poisson, Saint-Venant y Stokes, los que reafirmaban la 

estructura de la ecuación del movimiento presentada en 1822, aunque criticaban las otras 

deducciones o enfatizaban distintos aspectos de la fricción interna. Dos de los artículos de 

este número presentan resultados numéricos de flujos sanguíneos, lo que no es de extrañar si 

recordamos que mucha de la información empírica clave del siglo XIX, con la que se 

comparaba el resultado teórico obtenido con las recién deducidas ecuaciones, fue obtenida 

de experimentos realizados en tubos capilares para caracterizar el flujo sanguíneo, como 

fueron los trabajos de Poiseuille y Girard, entre otros.  

Damos la bienvenida al Directorio de la SOCHID a las ingenieras Karla González Novión y 

Damaris Orphanópoulos Stehr, quienes fueron elegidas durante la Asamblea Anual de Socios 

celebrada por videoconferencia, el 13 de julio de 2022 y asumieron sus cargos en la sesión 

presencial de Directorio celebrada el 4 de agosto de 2022. En la misma sesión, y por decisión 

unánime de los Directores, fue otorgado el grado de Director Honorario de la Sociedad al 

ingeniero Raúl Demangel Castro. 

Lo que queda del año será bastante intenso con tres actividades organizadas o patrocinadas 

por la SOCHID: el IX Seminario Internacional de Ingeniería y Operación Portuaria (SIOP), 

a desarrollarse del 26 al 28 de octubre en Valparaíso; las XVI Jornadas de Hidráulica 

Francisco Javier Domínguez, el 17 y 18 de noviembre y el Tercer Congreso Chileno de 

Ingeniería Ambiental en Sistemas Acuáticos (III CCHIASA), del 14 a 16 de diciembre. Los 

dos últimos se llevarán a cabo en Santiago. Invitamos a nuestros socios e interesados a 

participar en dichos eventos. 

Lamentamos el fallecimiento de nuestro socio Alberto Sepúlveda Vera, ocurrido a comienzos 

de agosto, el que es recordado en una nota escrita por un socio, con el que tuvo una gran 

cercanía profesional y de amistad. 

Por último, no dejamos de invitar a presentar artículos para los próximos números de la 

Revista, especialmente para el de Diciembre de este año. 

 

Aldo Tamburrino Tavantzis 

Editor 
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ALDO TAMBURRINO TAVANTZIS 
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RESUMEN 

El artículo presenta la historia de las ecuaciones del movimiento de los fluidos, conocidas 

como las ecuaciones de Navier-Stokes. Partiendo desde el trabajo de Castelli que en 1628 

estableció la ecuación de continuidad, hasta la consolidación definitiva de las condiciones de 

borde que deben aplicarse a las ecuaciones diferenciales del movimiento en 1850, cuando 

Stokes categóricamente establece la condición de no deslizamiento del fluido en contacto 

con una superficie sólida, la determinación de la resistencia del flujo de fluidos fue un tema 

que involucró a las mentes más brillantes de la época. Con el artículo, el autor conmemora 

los 200 años desde Navier leyó su trabajo Sur les Lois du Mouvement des Fluides en la 

Académie Royale des Sciences de l’Institut de France. 

Palabras claves: Viscosidad, Navier, Cauchy, Poisson, Saint-Venant, Stokes. 

 

1. INTRODUCCIÓN  

Este año se cumplen 200 años desde que Claude Louis Marie Henri Navier leyó su artículo 

Sur les Lois du Mouvement des Fluides en la Académie Royale des Sciences de l’Institut de 

France. Siendo el trabajo de Navier parte de los cimientos de la mecánica de los fluidos e 

hidráulica, parece adecuado conmemorar el trabajo de Navier en la Revista de la SOCHID. 

En este artículo se presenta un resumen de la contribución de Navier al controversial 

problema de la resistencia de los fluidos al movimiento, que mantuvo ocupados a los 

personajes más brillantes de las matemáticas, física e ingeniería desde el siglo XVIII hasta la 

mitad del siglo siguiente, cuando con el trabajo de Stokes podemos decir que definitivamente 

se consolidaron las ecuaciones del movimiento que ahora identificamos como ecuaciones de 

Navier-Stokes. 

Antes de presentar cómo introdujo Navier la resistencia al movimiento de los fluidos, es de 

interés mencionar parte de su biografía, tomada de McKeon (1981). Navier nació en Dijon 

el 19 de febrero de 1785 y murió el 21 de agosto de 1836 en París. Su padre era un abogado 

mailto:atamburr@ing.uchile.cl
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de la Asamblea Legislativa en París durante la Revolución Francesa y murió en 1793, 

quedando bajo la tutela de su tío abuelo Emiland Gauthey, ingeniero jefe del Cuerpo de 

Puentes y Caminos de París, quien lo educó y preparó para que en 1802 Navier ingresara a 

la École Polytechnique, donde tuvo como profesor de análisis (cálculo) a Fourier, quien sería 

su patrono y, posteriormente, amigo. En 1804 Navier entró a la École des Ponts et Chaussées, 

graduándose en 1806. Es importante mencionar el paso de Navier por las dos École: en la 

primera adquirió una rigurosa formación matemática y teórica, mientras que en la segunda 

recibió una orientación a la práctica de la ingeniería. Navier sabría sacar provecho a esa doble 

formación. Pocos meses después de su graduación, falleció su tío abuelo, quien era un 

reconocido ingeniero de puentes y canales, por lo que la administración del Cuerpo de 

Puentes y Caminos le encargó en 1807 que editara los manuscritos de Gauthey, los que fueron 

publicados entre 1809 y 1816. A partir de 1819, Navier estuvo a cargo de los cursos de 

mecánica aplicada en la École des Ponts et Chaussées. En paralelo a la edición de los 

manuscritos de ingeniería de su tío abuelo, durante 1807 a 1820 hizo del análisis matemático 

una herramienta fundamental de la ingeniería civil. La conjunción de estas dos habilidades, 

la teórica-analítica y la aplicación práctica a la ingeniería, fueron fundamentales para realizar 

los aportes que hizo en mecánica de sólidos (elasticidad) y mecánica de fluidos. 

 

2. EL PROBLEMA DEL MOVIMIENTO DE LOS FLUIDOS 

De manera arbitraria y solo por fijar un punto de partida, podemos establecer que la hidráulica 

moderna comienza como una ciencia experimental en Italia en el siglo XVI y el siglo 

siguiente se establece de forma más teórica, siendo uno de sus mejores exponentes Benedetto 

Castelli (c.1577 – c.1644) quien en su tratado Della misura delle acque correnti publicado 

en 1628 presenta la ecuación de continuidad1. En el libro de Castelli el lector no verá ninguna 

ecuación, por lo no espere encontrar que si en dos secciones (1) y (2) de un canal por el que 

escurre un caudal 𝑄, se cumple 𝑉1𝐴1 = 𝑉2𝐴2. Esta ecuación está enunciada en la página 8 de 

la edición de 1639 a la que tuvo acceso el autor y que se expone en las líneas dentro del 

rectángulo de la Fig. 1. Una traducción laxa del texto es “si en dos tuberías con velocidad 

desigual descargan en tiempos iguales, igual cantidad de agua, el tamaño de la primera al 

tamaño de la segunda tendrá una recíproca proporción de la velocidad de la segunda a la 

velocidad de la primera”. Es decir, si el caudal en dos tuberías es el mismo, se tendrá que 

𝐴1: 𝐴2 = 𝑉2: 𝑉1.  

En los siglos XVI y XVII tuvo lugar un cambio drástico en el pensamiento científico, el que 

culminó con el trabajo de Newton (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1687). 

Como un reflejo de este cambio, denominado Revolución Científica, en 1662 se creó la Royal 

Society of London for Improving Natural Knowledge, y en 1666 la Académie des Sciences 

de Paris. (Spencer et al, 2022). El desarrollo de la física requirió mejores herramientas 

 
1 Aunque las proposiciones establecidas por Castelli en su tratado ya habían sido indicadas por Leonardo da 

Vinci un siglo antes, éste no las divulgó, por lo que quedaron desconocidas hasta que los códices con sus obras 

comenzaron a ser redescubiertos y conocidos. Leonardo no formó discípulos, al contrario de Galileo Galilei 

quien pudo formar una escuela, siendo Benedetto Castelli uno de sus mejores exponentes. 
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matemáticas. A fines del siglo XVI, el matemático francés François Viète (1540-1603) 

escribió el primer trabajo de álgebra simbólica, introduciendo el uso de letras para representar 

cantidades (Busard, 1981). Otro avance significativo lo hizo René Descartes (1596-1650), 

quien redujo la geometría a ecuaciones (Mahoney, 1981). Este proceso culminó con Newton 

y Leibnitz quienes establecieron el cálculo moderno. Debemos tener presente que, en esa 

época, los conceptos de momentum y energía no estaban aún bien establecidos. Respecto a 

la fuerza motriz que pone a los cuerpos en movimiento, en el siglo XVIII el enfoque (y 

resultado de su aplicación) variaba, según la escuela o corriente a la que adhería el 

investigador. De este modo, los cartesianos indicaban que era el momentum, los newtotianos, 

la variación de momentum y los leibnizianos la conversión de vis morta a vis viva (concepto 

que ahora asociamos a energía). Es así como Pierre Varignon (1654-1722) aplicando el 

cálculo desarrollado por Leibniz a la mecánica presentada por Newton determinó 

analíticamente, basado en el concepto de momentum la velocidad de salida por un orificio, 

con un resultado erróneo en un coeficiente √2, como es de esperar (Rouse e Ince, 1963). 

Daniel Bernoulli (1700-1782) publicó en 1738 Hydrodynamica, sive de viribus et motibus 

fluidorum commentarii2 (Fig. 2), en el que usa por primera vez el enfoque de energía para 

 
2 Las traducciones al inglés de la Hydrodynamica de Daniel Bernoulli y de la Hydraulica de Johann Bernoulli, 

fueron publicadas en 1969 en un solo libro por Dover Publications Inc., y una copia se encuentra en la Biblioteca 

Figura 1. Primera obra en la que se presenta la ecuación de continuidad. Edición de 1639 de 

la obra de Benedetto Castelli, En la octava página se indica que 𝐴1: 𝐴2 = 𝑉2: 𝑉1 . 
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abordar el problema y obtener de manera correcta la expresión de Torricelli para la descarga 

a través de un orificio.  

Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) demostró la conservación de las “fuerzas vivas” y en 

1744 publicó Traité de l’équilibre et du mouvement des fluides, en el que demostró los 

 
del Departamento de Ingeniería Civil de la Universidad de Chiel. Resultó decepcionante para el autor, cuando 

era alumno, no encontrar en dichos libros la ecuación de Bernoulli que le enseñaban en clases. En ninguna parte 

aparece una ecuación similar a 𝐵 = 𝑣2 2𝑔⁄ + 𝑝 𝛾⁄ + 𝑧. Siguiendo a Leibniz, cuya formulación de los conceptos 

de energía se basaban en la caída de partículas, la conservación de energía que aplica Bernoulli considera 

solamente los términos asociados a lo que ahora llamamos energía cinética (vis viva, “fuerzas vivas”) y energía 

potencial (vis morta, asociada a la presión o peso). El concepto de trabajo, asociado al término de la presión, 

aún no se había desarrollado cuando los Bernoulli escribieron sus obras.  

Figura 2. Primera página de la primera edición (1738) de la Hydrodynamica 

por Daniel Bernoulli. 



Revista SOCHID (2022) Vol. 37, No. 2                      

 

7 
 

resultados de Bernoulli. En esta obra considera que el equilibrio que existe entre “las partes” 

de los fluidos a pesar de la diferencia de presiones se debe a la adhesión existente entre las 

partículas, y se pregunta en el Capítulo IV: “¿Esta fuerza es puramente pasiva, es decir, 

proviene únicamente de la rugosidad de las partículas del Fluido que se tocan entre sí, o es 

una fuerza actuante que tiende a unir estas partículas y acercarlas entre sí?”  (D’Alembert, 

1744, p. 37). En 1768, en la primera parte del volumen 5 de Opuscules Mathématiques, 

D’Alembert publica el artículo Paradoxe proposé aux Géometres sur la Resistance des 

Fluides, en la que demuestra que la fuerza debida al movimiento de un fluido incompresible 

sobre un obstáculo axisimétrico, y cuya geometría de la mitad que enfrenta al flujo sea igual 

a la trasera, es nula. Sin poder explicar la razón de este resultado, concluye el artículo 

escribiendo que es una “paradoja singular que dejo para aclarar a los Geómetras” 

(D’Alembert, 1768). 

Avances significativos a la dinámica de Newton los hizo Leonard Euler (1707-1783). La obra 

de Newton se refiere básicamente a la dinámica de la partícula en una dimensión. Euler 

generaliza el movimiento a las tres dimensiones espaciales y en 1750 publicó Découverte 

d’un nouveau principe de mécanique, en el que extiende la segunda ley de Newton a un 

medio continuo. En 1757 se publicaron en las Mémoires de l’Académie Royale des Sciences 

et Belles-Lettres de Berlín los trabajos presentados en 1755. En la sección de Matemáticas se 

presentan tres trabajos de Euler: Principes généraux de l'état de l'équilibre des fluides, 

Principes généraux du mouvement des fluides y Continuation des Recherches fur la théorie 

du mouvement des fluides. En el segundo de ellos, Euler deriva las componentes en las tres 

direcciones espaciales de la ecuación del movimiento del fluido ideal, que actualmente 

conocemos como ecuación de Euler (Fig. 3). Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), entre sus 

muchos aportes a las matemáticas y a la física se encuentra el trabajo Memoire sur la theorie 

du mouvement des fluides, en el que hace uso de la función potencial para describir el 

movimiento de los fluidos y al final del artículo trata de las ondas gravitacionales 

superficiales infinitesimales, obteniendo que su celeridad está dada por √𝑔𝑎, siendo 𝑎 la 

profundidad del cuerpo de agua y 𝑔 la aceleración de gravedad. 

 

3. ESTRUCTURA DE LA MATERIA: ¿CONTINUA O ATÓMICA? 

D’Alembert, Euler y Lagrange hicieron amplio uso de ecuaciones diferenciales, utilizando 

las herramientas del cálculo desarrollado hasta ese momento. Esto significaba que 

consideraban la materia como un medio continuo. Sin embargo, este supuesto generaba 

algunos problemas, por ejemplo, cuando buscaban explicar la deformación de los sólidos o 

los vórtices y remolinos en los que ahora conocemos como flujos turbulentos. Este desarrollo 

de la hidrodinámica, denominado “mecánica analítica” se contrapone al que más tarde se 

denominaría “mecánica física” y que se basaba en la interacción de las moléculas (Poisson, 

1829; p. 361). Esta división continuaba presente en la enseñanza de la Mecánica en la École 

Polytechnique a fines del siglo XIX, como lo demuestra Boussinesq en sus Leçons 

Synthétiques de Mécanique Générale servant d'Introduction au Cours de Mécanique 

Physique (Lecciones Sintéticas de Mecánica General que sirven como Introducción al Curso 

de Mecánica Física). Boussinesq era un defensor de la mecánica física e indicaba que la 
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mecánica racional (o analítica) era insuficiente para el estudio de los fenómenos más 

importantes y que los “puntos materiales” que surgen de la hipótesis atómica para la 

constitución de la materia permiten explicar el comportamiento de la materia al considerar la 

interacción entre ellos (Boussinesq, 1889; Primera Lección). 

La idea que la materia estaba compuesta por átomos no era nueva. Ya los filósofos 

presocráticos, en el siglo V a.C., Leucipo de Mileto y su discípulo Demócrito de Abdera la 

habían propuesto3. La concepción de que la materia está formada por átomos o partículas 

fundamentales fue transmitida a través de los siglos y comentada, modificada o cuestionada, 

por distintos autores, entre los que pueden mencionarse Galileo Galilei (1564-1642), Thomas 

Hobbes (1588-1679), Robert Boyle (1627-1691), Robert Hooke (1635-1703), Christiaan 

Huygens (1629-1695) e Isaac Newton (1642-1727), entre otros. De los antes mencionados, 

Boyle, Hooke y Newton consideraban que el calor estaba asociado a la vibración de los 

átomos o partículas básicas. El atomismo no estaba libre de detractores, especialmente por 

 
3 Las ideas de Leucipo y Demócrito fueron reformuladas en la filosofía de Epicuro (c.341- c.270 a.C.) y la física 

atomista que de ella se deriva las presenta el poeta y filósofo romano Lucrecio (98-55 a.C.) en su obra en verso 

De Rerum Natura (De la Naturaleza de las Cosas). Rodríguez-Navas en su traducción al castellano, en prosa, 

publicada en 1892 dice “Deliberadamente, sin duda, Lucrecio no empleó ni una sola vez en todo su extenso 

poema la palabra átomo, que encierra el asunto más detenidamente estudiado en toda su obra” (Lucrecio, 1892; 

p. 4).   

Figura 3. Artículo de Euler presentado en 1755 y publicado en 1757 en el que se deducen las 

ecuaciones que llevan su nombre. Primera página y página con las ecuaciones del movimiento de 

un fluido ideal. 𝑃, 𝑄, 𝑅 corresponden a las componentes según 𝑥, 𝑦, 𝑧 del campo de fuerzas másicas, 

por unidad de masa y 𝑞 es la densidad del fluido. 
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razones religiosas, como la que hacía San Dionisio de Alejandría en el siglo III y después, 

con mucha fuerza, en el periodo 1660-1700, cuando empezó a ser considerada con un 

enfoque más científico que filosófico. El Parlamento de Paris decretó en 1624 que quienes 

respaldaran o enseñaran el atomismo estarían sujetos a la pena de muerte (Whyte, 1961)4.  

 

En cuanto a las fuerzas entre partículas básicas, Newton en su Philosophiæ naturalis 

principia mathematica (1687) postula que ellas pueden ser de repulsión o atracción (esta 

última distinta a la gravitacional) y así demuestra la ley de Boyle para los gases considerando 
 

4 El Capítulo 4 del libro de Whyte contiene una Tabla Cronológica, que ha sido la base respecto a lo presentado 

acá relativo al desarrollo de las ideas atomistas.  

Figura 4. Fuerzas intermoleculares de atracción (bajo la línea horizontal de los gráficos) y 

repulsión (sobre la línea horizontal), según Boscovich. La línea vertical NAL en la figura 

superior y BA en la inferior corresponde a una distancia igual a cero entre los centros de las 

partículas o moléculas y la fuerza de repulsión se hace infinitamente grande. A medida que la 

separación aumenta la fuerza oscila entre repulsión y atracción. Cuando las partículas están lo 

suficientemente alejadas, ellas están afectas a fuerzas de atracción, similar a un modelo 

gravitacional newtoniano (Boscovich, 1745 y 1758). 
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que la fuerza de repulsión es inversamente proporcional a la distancia entre los centros de las 

partículas (Proposición XXIII, Teorema XVIII del Libro 2; Newton,1974). Newton no 

escribe 𝑝𝑉 = constante, sino que lo hace de manera descriptiva, sin ecuaciones. Otro 

importante aporte relativo a las fuerzas de interacción de las partículas es la realizada por el 

croata Rudjer Josip Bošković (1711-1787, también llamado Ruggero Giuseppe Boscovich), 

quien publicó dos importantes obras relacionadas con la estructura atómica (o molecular) de 

la materia: en 1745 De Viribus Vivis Dissertatio y en 1758 Theoria Philosophiæ Naturalis, 

con un edición revisada y mejorada en 1763. En ellas postula la existencia de fuerzas de 

atracción y repulsión entre átomos (o moléculas), dependiendo de la distancia entre ellos. Si 

los átomos están suficientemente alejados la fuerza es de atracción newtoniana (proporcional 

al inverso del cuadrado de la distancia), pero cuando ellos están muy cerca es de repulsión, 

asintóticamente tendiendo a un valor infinito cuando la separación se acerca a cero. Entre 

estos dos comportamientos extremos, la fuerza es finita y oscila entre atracción y repulsión. 

En la Fig. 4 se presenta la representación gráfica de estas fuerzas, tomados de las 

publicaciones de Boscovich de 1745 y de 1758. 

Pierre Simon Laplace (1749-1827) considera la estructura molecular de la materia y la 

presenta en sus sucesivas ediciones de Exposition du Système du Monde (1796, 1799 y 1808), 

en cada una de las cuales mejora sus argumentos. En una publicación de 1805 explica el 

ascenso capilar mediante un enfoque molecular (Laplace, 1805; p. 1) e indica que estas 

fuerzas de atracción de las moléculas “son insensibles a distancias sensibles”. Esta idea de 

fuerzas moleculares cuya acción espacial es muy limitada la refina en la tercera edición de 

su Exposition, en la que en el Libro Cuarto incluye un capítulo titulado “De la atracción 

molecular” (Laplace, 1808) donde refuerza la idea que las fuerzas moleculares son “sensibles 

solamente a distancias imperceptibles”. Las moléculas están sometidas a una fuerza de 

atracción decreciente con extrema rapidez (Laplace, 1808; p. 316) y a una que se le opone, 

debido al calor la que, además, tiene el efecto de disminuir su viscosidad o adhesión 

intermolecular (Laplace, 1808; p. 317). 

 

4. LA ECUACIÓN DE NAVIER 

Con los conceptos de fuerzas intermoleculares antes presentados es que Navier aborda su 

estudio del movimiento de los fluidos. Son dos los artículos en los que Navier deduce y 

presenta su ecuación, para fluidos incompresibles. El primero, publicado en 1821 en los 

Annales de Chimie et de Physique (Fig. 5), con el título Sur les Lois des mouvemens des 

fluides, en ayant egard à l’adhesion des molecules no detalla el álgebra de la deducción del 

término asociado a la resistencia del flujo. Las ecuaciones de momentum a las que llega 

Navier se presenta en la Fig. 6, donde 𝑋, 𝑌 y 𝑍 corresponden a las componentes de la fuerza 

másica, que unas líneas más adelante, considera que es la gravitacional. Notar que en la 

notación de la época no se diferencia entre la derivada parcial 𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄ ,…, de la total 

𝑑𝑢 𝑑𝑥⁄ ,… Es interesante ver que los términos asociados a la resistencia molecular (aquellos 

que acompañan al coeficiente 𝜀) no los presenta reducidos al utilizar la ecuación de 

continuidad. Por ejemplo, usando la notación actual, el término en paréntesis para la 

componente según 𝑥 puede escribirse como:  
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3
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧

=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 2

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) 

(1) 

 

Reduciéndose a ∇2𝑢 cuando se impone la ecuación de continuidad para un fluido 

incompresible: 

3
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= ∇2𝑢 (2) 

 

La primera aplicación que hace Navier de sus ecuaciones corresponde al flujo generado por 

un gradiente de presiones en una tubería inclinada, muy larga (en la dirección 𝑥), de sección 

Figura 5. Primer artículo de Navier en el que presenta la resistencia del flujo debido a las fuerzas 

intermoleculares del fluido (Navier, 1821). 
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rectangular, de tal manera que “todas las moléculas del fluido se mueven paralelamente entre 

ellas”. El fluido está inicialmente en reposo, por lo que la solución depende de (𝑦, 𝑧, 𝑡). La 

condición de borde corresponde a velocidad nula en la pared, la que Navier justifica con el 

argumento “… existe contra las paredes sólidas una capa extremadamente delgada de fluido 

inmóvil, o que estas paredes están formadas por la sustancia misma del fluido, que se habría 

solidificado”. Para un tiempo cualquiera la distribución de velocidades ocupa un par de líneas 

y para  𝑡 → ∞, se reduce a la expresión presentada en la Fig. 7. En dicha ecuación  es la 

carga hidráulica y  la longitud de la tubería. 𝜀 es el coeficiente de atracción molecular, que 

Navier dedujo de manera rigurosa y presentó en su trabajo de 1822. 

Con el objeto de comparar su resultado teórico con datos experimentales, Navier determinó 

la velocidad media para una tubería rectangular de lados 𝑏 y 𝑐 a partir de la expresión teórica 

para la distribución de velocidades, obtenida de las ecuaciones del movimiento (Fig. 7), la 

que contrastó con los resultados de las mediciones de Girard (1816, publicado en 1818). 

 

Figura 6. Ecuaciones de momentum según Navier (1821) 

Figura 7. Distribución de velocidades para el escurrimiento en una tubería de sección rectangular 

(lados 𝑏 y 𝑏), obtenida por Navier en su artículo de 1821. 𝑆𝑆 corresponde a la doble sumatoria 

sobre 𝑛 y 𝑚, siendo ellos números impares. Existe un error en la expresión anterior, que es 

indicado al final de los Annales (pág. 448), ya que la densidad 𝜌 no debe estar en la ecuación. 
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El 18 de marzo de 1822 Navier leyó en la Académie Royale des Sciences de Paris la Mémoire 

sur les Lois du Mouvenment des Fluides, la que fue publicada en 1823 en el Tomo VI de las 

Mémoires de l'Académie des Sciences de l'Institut de France (Fig. 8). En este trabajo, Navier 

considera al fluido como incompresible y constituido por “un conjunto de puntos materiales, 

o moléculas, ubicadas a distancias muy pequeñas las unas de otras, y susceptibles de cambiar 

casi libremente de posición relativa entre sí”. La presión que se ejerce sobre el fluido “y 

penetra en el interior del cuerpo”, “tiende a acercar las partes, que resisten esta acción por 

fuerzas repulsivas que se establecen entre las moléculas vecinas”. En la condición 

hidrostática, “cada molécula está en equilibrio, sujeta a estas fuerzas de repulsión y a las 

fuerzas externas, como la gravedad, que pueden actuar sobre ella”. Además, “las acciones 

ejercidas de molécula en molécula, dentro de los cuerpos, varían con la distancia de las 

moléculas”, de tal manera que si se reduce la distancie entre ellas, se genera una fuerza de 

repulsión y si se aumenta, se crea una fuerza de atracción. Cuando el fluido está en 

movimiento, Navier considera que “dos moléculas que se aproximan se repelen con más 

fuerza, y que dos moléculas que se alejan se repelen con menos fuerza”, de tal manera que 

“las acciones repulsivas de las moléculas aumentan o disminuyen en una cantidad 

proporcional a la velocidad con que las moléculas se acercan o se separan unas de otras”. 

Estas mismas fuerzas también actúan entre las moléculas del fluido con las de las paredes del 

sólido que las contiene. 

Figura 8. Segundo artículo de Navier respecto a las leyes de movimiento de los fluidos, el que 

fue leído el 18 de marzo de 1822 en la Académie Royales des Sciences de Paris. Acá Navier 

desarrolla en detalle las fuerzas de atracción intermolecular que dan origen al término asociado 

a la resistencia del flujo. 
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Para la condición de equilibrio hidrostático, Navier analiza la interacción entre dos moléculas 

vecinas, M y M’ (Fig. 9), de coordenadas (𝑥, 𝑦, 𝑧) y (𝑥 + 𝛼, 𝑦 + 𝛽, 𝑧 + 𝛾), de tal manera que 

la distancia entre ellas es 𝜌 = √𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2. Es necesario acá advertir que en el artículo se 

utiliza 𝜌 indistintamente para indicar la distancia entre las dos moléculas M y M’ como para 

designar la densidad del fluido. Designando como 𝑓(𝜌) la fuerza entre las dos moléculas, y 

𝑓(𝜌)𝛿𝜌 el momento de 𝑓(𝜌) entre las dos moléculas, el elemento de fuerza sobre la molécula 

M resultante debido a la acción de las 8 que la rodean en un arreglo como el indicado en la 

Fig. 9, resulta ser (usando la notación actual para las derivadas parciales): 

8𝑓(𝜌)

𝜌
(
𝜕𝛿𝑥

𝜕𝑥
𝛼2 +

𝜕𝛿𝑦

𝜕𝑦
𝛽2 +

𝜕𝛿𝑧

𝜕𝑧
𝛾2) (3) 

 

En la condición estática, donde existe un equilibrio entre la fuerza de presión y las repulsivas, 

se cumple: 

𝑝 =
4𝜋

3
∫ 𝜌3
∞

0

𝑓(𝜌)𝑑𝜌 (4) 

Navier termina relacionando la presión con las fuerzas másicas para la situación hidrostática, 

que con la notación actual se escribe como ∇𝑝 = 𝜌𝑓𝑚, donde 𝑓𝑚 es el vector de fuerzas 

másicas (por unidad de masa) y en este caso 𝜌 designa la densidad del fluido.  

Una vez resuelto el problema estático, Navier aborda el caso en que el fluido está en 

movimiento, lo que induce otras fuerzas de interacción molecular, siendo “la búsqueda de 

expresiones analíticas de estas fuerzas el objeto principal” del trabajo. Para ello, considera 

que existe un movimiento relativo entre las moléculas M y M’, cuyas velocidades son 

respectivamente (𝑢, 𝑣, 𝑤) y  

(𝑢 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝛼 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛽 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝛾,   𝑣 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝛼 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝛽 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝛾,   𝑤 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛼 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝛽 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝛾) , 

obteniendo que el momento de las fuerzas que resultan de la acción mutua de M y M’ está 

dado por 

𝜌 M 

M’ 

Figura 9. Esquema para el análisis de la interacción de fuerzas intermoleculares. 
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𝑓(𝜌)

𝜌2
[𝛼 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝛼 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛽 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝛾) + 𝛽 (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝛼 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝛽 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝛾)

+ 𝛾 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛼 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝛽 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝛾)] × 

[𝛼 (
𝛿𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝛼 +

𝛿𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛽 +

𝛿𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝛾) + 𝛽 (

𝛿𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝛼 +

𝛿𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝛽 +

𝛿𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝛾)

+ 𝛾 (
𝛿𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛼 +

𝛿𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝛽 +

𝛿𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝛾)] 

(5) 

 

A partir de la interacción entre dos moléculas, dada por la expresión anterior, Navier obtiene 

el resultado de las ocho que la rodean, el que se presenta en la Fig. 10. 

Como se indicó, la expresión de la Fig. 10 corresponde al efecto que tiene sobre una molécula 

las que la rodean. Para considerar todas las moléculas del fluido, es necesario integrar sobre 

todo el dominio del flujo, el que puede considerarse infinito desde el punto de vista de las 

dimensiones asociadas a las moléculas. Esta integración se facilita al trabajar en coordenadas 

esféricas, resultando: 

Figura 10. Resultante sobre la molécula M de los momentos de las fuerzas de las moléculas que 

la rodean (Navier, 1822). 
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𝜀 =
8𝜋

30
∫ 𝜌4
∞

0

𝑓(𝜌)𝑑𝜌 (6) 

En la determinación del valor de 𝜀, Navier indica que se consideró el doble de la suma de 

momentos, por lo que el coeficiente numérico de la Ec. 6 debe dividirse por 2. Navier repite 

el análisis para el caso de las moléculas que están en contacto con la pared sólida (las que 

denota m), con una fuerza de interacción 𝐹(𝜌), resultando: 

𝐸 =
4𝜋

6
∫ 𝜌2
∞

0

𝐹(𝜌)𝑑𝜌 (7) 

𝐸 es una constante que debe determinarse experimentalmente y que depende de la naturaleza 

de la pared y del fluido y que puede considerarse “como la medida de su acción recíproca. 

Después de hacer el equilibrio dinámico y mucha álgebra, Navier obtiene el conjunto de 

ecuaciones diferenciales que según Navier rige el movimiento de los fluidos incompresibles 

(Fig. 11, donde 𝑃, 𝑄 y 𝑅 son las componentes de la fuerza másica por unidad de volumen, 

i.e. (𝑃, 𝑄, 𝑅) = 𝜌𝑓𝑚 ) y que al considerar el campo de fuerzas como el gravitacional, en la 

notación actual es: 

𝜌𝑔𝑥 −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝜌 (

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) − 𝜀 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) (8) 

𝜌𝑔𝑦 −
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜌 (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
) − 𝜀 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
) (9) 

𝜌𝑔𝑧 −
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝜌 (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) − 𝜀 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
) (10) 

 

Notar que en las ecuaciones anteriores no se conoce el coeficiente 𝜀, ya que depende de la 

fuerza intermolecular 𝑓(𝜌), de la que solo se sabe que decrece muy rápidamente con la 

distancia, por lo que su radio de acción es muy pequeño (“son insensibles a distancias 

sensibles”, como escribió Laplace). También se sabe que “esta constante tiene valores 

diferentes para distintos fluidos y que varía sensiblemente para cada fluido con la 

temperatura” y que es “sensiblemente independiente” de la presión (Navier, 1821; p. 251). 

Figura 11. Ecuaciones del movimiento de los fluidos según Navier (1822) 
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Respecto a las condiciones de borde, Navier indica que las moléculas de fluido en contacto 

con la pared no pueden moverse en la dirección normal a ella, de tal manera que para una 

pared en el plano 𝑋𝑌 debe satisfacerse 

𝐸𝑢 + 𝜀
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0 , 𝐸𝑣 + 𝜀

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 0 (11) 

Del mismo modo, para paredes en los planos 𝑋𝑍 e 𝑌𝑍: 

𝐸𝑢 + 𝜀
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 , 𝐸𝑤 + 𝜀

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 0 (12) 

𝐸𝑣 + 𝜀
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 , 𝐸𝑤 + 𝜀

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0  (13) 

En el caso de una superficie libre se tiene 𝐸 = 0. Las condiciones de borde dadas por las Ecs. 

11-13, se denominan ahora “condiciones de Navier” y permiten una velocidad de 
deslizamiento en la pared y se aplican, por ejemplo, en la modelación del flujo de fluidos 
superhidrofóbicos.

Navier termina su trabajo aplicando las ecuaciones obtenidas para tres casos: i) flujo en una 

tubería rectilínea de sección rectangular, ii) flujo en una tubería rectilínea de sección circular, 

y iii) flujo con superficie libre en un canal de sección rectangular. Para los tres casos, las 

condiciones de borde que utiliza son aquellas de las ecuaciones precedentes. Los problemas 

en tuberías son transitorios, el flujo parte del reposo y alcanzan asintóticamente la condición 

permanente. El flujo del caso i) es el mismo que resolvió en la publicación de 1821, pero en 

esa oportunidad las condiciones de borde aplicadas no fueron las de Navier, sino las de no 

deslizamiento en las paredes. 

5. VISCOSIDAD

Antes de continuar, no está de más repasar la historia de la palabra y concepto de viscosidad 

de los fluidos. Es común que en los cursos introductorios de mecánica de fluidos se presente 

la propiedad “viscosidad” a partir de un flujo con líneas de corrientes paralelas (Fig. 12) y 

postulando la proporcionalidad entre el esfuerzo de corte (𝜏) aplicado a un elemento de fluido 

y su tasa de deformación angular (𝑑𝛼⁄𝑑𝑡, la que se demuestra que es igual al gradiente de 

velocidad 𝑑𝑢⁄𝑑𝑦). El coeficiente de proporcionalidad corresponde a la viscosidad dinámica. 
Es así como se muestra, por ejemplo, en los textos de White (2004, pp. 22-23), Massey (2006, 

pp. 21-24) y Munson et al (2009, pp. 14-15) donde se plantea que 𝜏 ~ 𝑑𝛼⁄𝑑𝑡. Directamente 
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en la forma como lo plantea Newton, o sea 𝜏 ~ 𝑑𝑢 𝑑𝑦⁄ , se presenta, entre otros, en los textos 

de Granger (1995, pp. 41-43), Streeter et al (1999, pp. 8-9) y Shames (2001, pp. 10-12).  

Newton (1687 y ediciones posteriores) no plantea el movimiento rectilíneo paralelo de la Fig. 

12, sino que establece la proporcionalidad entre esfuerzo de corte y gradiente de velocidad 

en la parte de su Principia relativa al movimiento circular de los fluidos. En el Libro II, 

Sección IX (Fig. 13), postula que “la resistencia que surge de la falta de lubricidad en las 

partes de un fluido es, manteniéndose las otras cosas iguales, proporcional a la velocidad con 

que las partes del fluido se separan unas de otra” (Newton, 1726, traducción al inglés de 

Cajori, 1974).  

Figura 12. Esquema típico usado para introducir el concepto de viscosidad en los textos usuales de 

los cursos introductorios de mecánica de fluidos. Usualmente se postula 𝜏 ~ 𝑑𝛼 𝑑𝑡⁄  o 𝜏 ~ 𝑑𝑢 𝑑𝑦⁄ . 

𝝉 

𝑢 
𝑦 

𝑑𝑦 𝑑𝛼 

𝑢 + 𝑑𝑢 

𝑢 

Figura 13. Primera edición (1687) de los Principia de Newton. Primera página de la obra y la 

correspondiente a la Sección IX del Libro II “Sobre el movimiento circular de los fluidos”, donde 

postula, usando el lenguaje y notación actual, que 𝜏 ~ 𝑑𝑢 𝑑𝑦⁄ . 
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Notar que Newton no menciona la palabra “viscosidad” o “viscoso”, sino que se refiere a la 

“lubricidad” de las partículas de fluido. Según el Online Etymology Dictionary, 

www.etymonline.com , la palabra viscosity se registra por primera vez (en inglés) a 

comienzos del siglo XV, y proviene del francés antiguo viscosite, donde se encuentra 

registrada en el siglo XIII, o directamente del latín medieval (s. VI-XIV) 

viscositatem/viscositas, palabra que, a su vez, viene del latín tardío (s. III-VI) viscosum, que 

significa “pegajoso”. Esta última proviene del latín viscum, que se refiere al muérdago, planta 

semiparásita que crece en las ramas de ciertos árboles y cuyo fruto es una baya que contiene 

la semilla en una pulpa pegajosa (o viscosa). En castellano (https://iedra.es/), el primer 

registro de la palabra viscoso (pegajoso) en un diccionario es en 1570, en el Vocabulario de 

las dos lenguas Toscana y Castellana, de Cristóbal de las Casas, y el de la palabra viscosidad 

en 1617 en el Vocabularium Hispanicum Latinum et Anglicum copiossisimum de John 

Minsheu (Fig. 14). La Real Academia Española, fundada en 1713, registra ambas palabras 

en su primera edición del Tomo Sexto del Diccionario de la Lengua Castellana, impreso en 

1739 (pp. 437 y 438), con el significado de “materia, o humor pegajoso, o glutinoso” para 

viscosidad y de “pegajoso o glutinoso” para viscoso. El registro más antiguo de la palabra 

viscoso que encontró el autor en la literatura chilena corresponde a la de Diego de Rosales 

en su obra Historia General de el Reyno de Chile, escrita en el segundo tercio del siglo 

XVIII5, pero impresa por primera vez en 1877. En el Tomo I, Capítulo IX, al describir la 

yerba que “llaman Tequel-tequel es provechosisima para muchas enfermedades ...Y para 

purgar el vientre y la madre de los humores viscosos, que padecen las mujeres” (Rosales, 

1877; p. 239). Escritas y publicadas en el siglo siguiente del escrito de Rosales, en las obras 

del Abate Molina aparecen tanto las palabras viscoso como viscosidad (Molina, 1776, en 

italiano; 1788 en castellano; y Molina 1782, en italiano).   

El primer uso del término viscosidad con un sentido físico fue en 1856 por Wiedemann, en 

un estudio relacionado con el flujo inducido por electrólisis en soluciones salinas, utilizando 

la expresión Zähigkeitconstante der Flüssigkeiten, “constante de viscosidad de los líquidos” 

(Wiedemann, 1856; Fig. 15). Notar que, ni Cauchy (1823), ni Poisson (1831), ni Saint-

Venant (1843), ni Stokes (1845) utilizaron la palabra “viscosidad” en sus publicaciones 

relativas a las ecuaciones del movimiento de los fluidos. Stokes en su trabajo expresa “La 

cantidad de fricción interna del agua depende del valor de 𝜇”, sin definir explícitamente qué 

es el coeficiente 𝜇. Más de 20 años después, el uso del término viscosidad podía incluso 

perjudicar la publicación de un artículo. Esto se refleja en una de las cartas de la nutrida 

correspondencia que mantuvieron Saint-Venant y Boussinesq. En una carta fechada el 12 de 

 
5 Benjamín Vicuña Mackenna, quien logró conseguir el manuscrito original e imprimirlo en 1877 incluye una 

biografía del autor y detalla las vicisitudes de la obra, que no llegó a imprimirse en el siglo XVIII, así como los 

esfuerzos para que al fin llegara a la prensa. El manuscrito contaba con todas las autorizaciones y pasado las 

censuras que permitían su publicación. Las aprobaciones están fechadas 22 de marzo de 1665 por el P. Alonso 

de Salinas y Córdova, Provincial de la Provincia de Chile; el 4 de enero de 1666 por Fray Valentín de Córdova, 

Provincial de la M. Religiosa de la Provincia de S. Lorenzo de Chile, Tucumán y Río de la Plata; el 28 de marzo 

de 1666 por Fray Antonio Valles, Provincial de la Provincia de Chile; y el 31 de marzo de 1666, por el P. 

Nicolás de Lillo, Comisario del Santo Oficio de la Inquisición en el Obispado de la Imperial. Las censuras 

fueron hechas por el Dr. D. Pedro de Careaga, Comisario del Santo Oficio y del Tribunal de la Santa Cruzada 

(sin fecha), por Fray Juan de San Buenaventura, Ministro Provincial, el 26 de marzo de 1666 y por el Dr. D. 

Francisco Ramírez de León, Comisario del Santo Oficio de la Inquisición, el 29 de marzo de 1673. Aunque ya 

en 1673 contaba con todas las licencias, según Benjamín Vicuña Mackenna, “el autor continuó su obra más 

tarde hasta 1674 y probablemente hasta una época posterior de dos o tres años”.  

http://www.etymonline.com/
https://iedra.es/
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julio de 1868, el ya septuagenario Saint-Venant aconseja al veinteañero Boussinesq, respecto 

a un manuscrito que este último quería publicar, que evitara usar “viscosidad” en el título y 

otros lugares del trabajo, ya que eso daría argumentos al revisor para hacer observaciones y 

dificultar así la aceptación del artículo, sugiriéndole que “cambie el título por ejemplo a: La 

influencia de la fricción interna y externa (o acciones tangenciales) en el movimiento de los 

fluidos”. Prontamente, el 14 de julio, Boussinesq respondió “Creo que debo decirle de 

inmediato que no hay ninguna oposición a usted en mi manuscrito que trata sobre la fricción 

de los fluidos … uso el término fricción en todas partes en lugar del término viscosidad” 

(Hager et al., 2021). 

 

6. LAS OTRAS ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE LOS FLUIDOS 

La ecuación que presentó Navier en 1822 fue rederivada al menos cuatro veces más: Cauchy 

en 1823, Poisson en 1829, Saint-Venant en 1837 y Stokes en 1845. Cada uno de los autores 

de las nuevas derivaciones ignoraba o criticaba el desarrollo de sus antecesores, justificando 

las bases conceptuales de su propia deducción (Darrigol, 2002). Es interesante notar la 

estrecha relación entre el desarrollo de las ecuaciones que rigen el movimiento de los fluidos 

con las de los sólidos elásticos. Desarrolladas para una materia, se aplicaban los conceptos 

Figura 14. Primera página de las publicaciones donde aparecen por primera vez las palabras 

viscoso (1570) y viscosidad (1617) en lengua castellana. 
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para la otra, lo que en la práctica significa cambiar desplazamientos de las moléculas (sólidos) 

por desplazamientos por unidad de tiempo (fluidos). El trabajo de Darrigol (2002) presenta 

de manera amena (y usando la notación vectorial e indicial actual) este desarrollo paralelo. 

Sin entrar en mayores detalles respecto a la deducción hecha por los distintos autores (lo que 

es material suficiente para otro artículo), a continuación se presentan las ecuaciones que rigen 

el movimiento de los fluidos obtenidas por ellos. Lo que sigue toma en varios puntos como 

referencia base el artículo de Darrigol (2002). 

 

 

 

Figura 15. Artículo de Wiedemann (1856) donde se introduce por primera vez el término 

viscosidad con un sentido físico claro. La primera aparición del término está enmarcada y se 

denota con la letra 𝑧. La ecuación mostrada corresponde la caudal 𝑞 en un flujo de Poiseuille 

y ℎ denota el gradiente de presión, 𝑟 el radio del tubo,  el largo del tubo. El valor de la 

constante, const =  𝜋 8⁄ , se obtiene fácilmente de la solución de la ecuación de Navier-Stokes 

y es una de las primeras aplicaciones que se hace de ellas en los cursos básicos de Mecánica 

de Fluidos. 
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6.1.  Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) 

El 30 de septiembre de 1822, Cauchy leyó los resultados de su estudio en la Académie Royale 

des Sciences de Paris, cuyo resumen fue publicado en 1823 en el Bulletin des Sciences par 

la Société Philomathique de Paris (Fig. 16). En su trabajo, Cauchy analizó el trabajo de 

Navier respecto a las fuerzas restitutivas de un sólido sometido a dilatación y flexión. Según 

este último, se requieren dos tipos de fuerzas restitutivas, pero Cauchy concluyó que no era 

necesaria la segunda si se consideraba que la primera no era perpendicular a la sección sobre 

la que actuaba. En otras palabras, la presión no actúa normal a la superficie, es decir, existen 

esfuerzos normales y tangenciales cuya resultante es un esfuerzo (“presión”) no 

perpendicular a la superficie. Aunque otros como Coulomb, Young y Navier habían 

considerado la presencia de lo que ahora denominamos esfuerzos de corte en ciertos 

problemas de rompimiento de vigas, Cauchy fue el primero en plantear la teoría de elasticidad 

basada en una definición general de esfuerzos internos. Cauchy demostró tres teoremas 

fundamentales de la elasticidad los que, usando el lenguaje actual, son los siguientes: i) el 

tensor de esfuerzos es un tensor de segundo rango (𝜎𝑖𝑗 es una matriz de 3×3), ii) el tensor de 

Figura 16.  Primera página del resumen del trabajo de Cauchy leído el 30 de septiembre de 1822 

en la Académie Royale des Sciences de Paris. El resumen de publicó en 1823 y comienza diciendo 

que se inspiró en una memoria publicada en 1820 por Navier relativo a la condición de equilibrio 

de un plano sólido elástico. 
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esfuerzo es simétrico (𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖), y iii) la resultante de las fuerzas que actúan sobre un 

elemento de volumen, por unidad de volumen, está dado por 𝜕𝜎𝑖𝑗 𝜕𝑥𝑗⁄ . 

Para aplicar las ideas desarrolladas para cuerpos sólidos a los fluidos, Cauchy consideró un 

elemento infinitesimal de fluido solidificado, sobre cuyas superficies actúan esfuerzos 

normales y tangenciales, 𝜏𝑖𝑗. En su trabajo, Cauchy propuso una ley constitutiva de dos 

constantes, las que ahora denominamos viscosidad y segundo coeficiente de viscosidad. 

6.2. Siméon-Denis Poisson (1781-1840) 

A igual que Navier y Cauchy, Poisson estudió tanto el comportamiento de sólidos elásticos 

como el movimiento de los fluidos. En su artículo de 1828 (Poisson, 1829), Poisson sigue la 

línea de Navier para obtener las ecuaciones de la elasticidad, considerando las fuerzas de 

atracción molecular, con algunas diferencias. Por ejemplo, no utilizó el método de los 

momentos, sino que sumó directamente las fuerzas moleculares actuando sobre una 

determinada molécula. En su memoria, leída el 12 de octubre de 1829 en la Académie des 

Sciences de Paris y publicado en 1831 en el Journal de l’École Polytechnique (Fig. 17), 

considera que un elemento de fluido está sujeto a esfuerzos de corte durante su movimiento, 

los que espontáneamente se relajan muy rápidamente, alternando el fluido en rápidos estados 

de esfuerzo y relajación. Supuso que los esfuerzos sobre el elemento de fluido analizado son 

proporcionales a la tasa de deformación, en analogía a su supuesto que los esfuerzos que 

actúan sobre un elemento cuerpo sólido elástico isótropo son proporcionales a la 

deformación.    

6.3. Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant  (1797-1886) 

Saint-Venant es conocido en el ámbito de la hidráulica por su deducción de las ecuaciones 

que llevan su nombre y que describen el movimiento transitorio gradualmente variado en 

canales (Sain-Venant, 1871; Fig. 18), pero las contribuciones en otros aspectos de la 

mecánica de fluidos, incluyendo su visionaria concepción de la turbulencia y, 

particularmente de la idea de una viscosidad turbulenta (que transmitió a Boussinesq, quien 

encontró expresiones para ellas), pasan muchas veces desapercibidas o, simplemente, 

ignoradas. Con una fuerte formación matemática, buscó compatibilizar las aplicaciones en 

ingeniería y el sustento científico proveniente del estado del conocimiento de la época 

respecto a la física de los cuerpos sólidos y fluidos, basado en el concepto de estructura 

molecular de la materia. Hay pocas dudas que desarrolló el cálculo vectorial en 1832, pero 

solo fue publicado en 1851en las notas de clases (Principes de mécanique fondés sur la 

cinématique) usadas en los cursos dictados en el Institut Agronomique. Grassmann, quien 

publicó su trabajo en 1844, recibe los créditos como el inventor del cálculo vectorial. 

(MacTutor, 2022). A su muerte, a los 89 años, Saint-Venant había publicado alrededor de 

160 artículos y varios más fueron publicados póstumamente. Su interés principal, así como 

sus mayores contribuciones, fue en el área de la elasticidad. Como datos curiosos, Saint-

Venant introdujo el término “celeridad” para diferenciar la velocidad de propagación de una 

onda relativa a la velocidad del flujo, y los nombres de “río” y “torrente” para distinguir los 

regímenes subcrítico y super crítico (Rouse e Ince, 1963). 
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En la edición del 19 de abril de 1834 de L’Institut, Journal Général des Sociétés et Travaux 

Scientifiques de la France et de l'Étranger,6 se presentan dos resúmenes de trabajos de Saint-

Venant, presentados en la sesión del 14 de abril (Saint-Venant, 1834). El primero, en un corto 

párrafo, se refiere a un problema de mecánica general, relativo a las fuerzas vivas y trabajo. 

El segundo resumen ocupa casi toda una columna del periódico y es una reseña de estudios 

de dinámica de fluidos, en el que se menciona, entre otros temas abordados, la demostración 

de la existencia de presiones paralelas (resultantes de la fricción) y normales a la dirección 

del movimiento del fluido. Según Darrigol (2002), el trabajo completo nunca fue publicado. 

En 1843 Saint-Venant publicó una nota al trabajo de 1834, en el que da algunos detalles de 

las ideas desarrolladas casi una década antes. En la nota establece que existe una 

proporcionalidad entre las diferencias de presiones normales y presiones tangenciales, 

correspondiendo esta proporcionalidad al coeficiente 𝜀 de Navier o ϐ de Poisson, como se 

aprecia en la Fig.19. Consistente con su denominación de “presión” a lo que actualmente se 

llama “esfuerzo”, utiliza la letra 𝑝 en lugar de 𝜏. Notar que la notación usada por Saint-Venant 

 
6 Como el nombre del periódico lo indica, en él se daba a conocer resúmenes de trabajos presentados en las 

sesiones de distintas sociedades científicas de Francia y Europa. Un dato curioso es que L’Institut tenía librerías 

distribuidoras en nueve ciudades europeas (además de las francesas) y dos en América: una en Filadelfia, 

Estados Unidos y otra en Río de Janeiro, Brasil. Se editaba semanalmente. 

Figura 17.  Artículo de Poisson en el que deriva las ecuaciones del movimiento de los fluidos, las 

que presenta en las Ecs. 9. 𝑋, 𝑌 y 𝑍 corresponden a las fuerzas másicas (componentes de la 

gravedad), el término ϖ está definido en la ecuación previa y corresponde a la presión más términos 

asociados a la compresibilidad del fluido. ϐ es el coeficiente que actualmente asociamos a la 

viscosidad. 
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es la misma que se utiliza ahora para indicar la dirección del esfuerzo y la normal de la 

superficie sobre el que actúe, es decir 𝑝𝑖𝑗 = 𝜏𝑖𝑗. La nota termina con el párrafo identificado 

con 7 (Fig. 19), donde establece que “La solución, sin duda, no está aún completa, porque lo 

que precede no establece que 𝜀 sea el mismo en todos los puntos”. Este comentario, que 

puede parecernos erróneo si consideramos que 𝜀 lo asociamos a la viscosidad, no lo es al 

prestar atención a algunos párrafos de otros artículos de Saint-Venant. Por ejemplo, en su 

resumen de L’Institut, dice: “las moléculas, cuando pasan unas frente a otras, siguen 

necesariamente trayectorias ondulantes, y las oscilaciones de sus movimientos individuales 

alrededor del movimiento medio explican el rozamiento interior de los fluidos que es 

imprescindible tener en cuenta, así como la desigualdad entre las presiones en una dirección 

paralela y en una dirección normal a los movimientos”. En la publicación de 1843 en Compte 

Rendu des Séances de l'Académie des Sciences del artículo de 1834, en una nota al pie de 

página, Saint-Venant consideró importante aclarar que “las irregularidades parciales en el 

movimiento de un fluido obligan a tomar caras de cierta extensión para tener promedios que 

varíen regularmente”, es decir que en las caras del elemento de volumen se está considerando 

los valores de las velocidades y esfuerzos promediados sobre la superficie de la cara. Estas 

irregularidades en el movimiento, que no podían deducirse de la ecuación de Navier, surgen 

de la observación de experimentos en tuberías y canales, de un movimiento ondulante u 

oscilatorio, que actualmente asociamos a la turbulencia. En otro artículo, de tres páginas pero 

con un largo título: “Memoria sobre el Cálculo de los Efectos de las Máquinas de Vapor, que 

contiene ecuaciones generales del flujo permanente o periódico de fluidos, teniendo en cuenta 

sus dilataciones y sus cambios de temperatura y sin suponer que se mueven en secciones 

paralelas, ni por filetes independientes”, Saint Venant (1838) se refiere al trabajo de la 

fricción ordinaria y al trabajo de la fricción extraordinaria, determinado este último por el 

remolino de fluido (“tournoiement du fluide”), sobretodo en los lugares donde la sección de 

escurrimiento aumenta bruscamente. De este modo, es posible vislumbrar que el coeficiente 

𝜀 de Saint-Venant incluye lo que en lenguaje actual se denomina tanto la viscosidad 

molecular como la viscosidad de remolinos. Sería Boussinesq quien desarrollaría en 

profundidad esta idea (que, sin duda había discutido con su mentor Saint-Venant) y la 

presentó en 1877 en su “Essai sur la Théorie des Eaux Courantes”. En la página 7 del ensayo, 

escribe “M. de Saint-Venant parece haber sido el primero en señalar la influencia de la 

agitación de remolinos en el coeficiente de fricción interna”. Más adelante, en la misma 

página indica que “todo lo que se sabe nos lleva a inferir que debe hacer crecer el coeficiente 

de esta proporcionalidad  (𝜀) con las dimensiones de las secciones transversales” y que “esto 

puede explicarse hasta cierto punto notando que las láminas de fluido no se mueven paralelas 

entre ellas con velocidades regularmente gradadas de una a otra, y que las rupturas, los 

remolinos y los otros movimientos complicados u oblicuos, que deben influir mucho en la 

magnitud de la fricción, se forman y se desarrollan más todavía en las secciones grandes” 

(Saint-Venant, 1851, p. 49). En una nota de 1846 relativa a las “fuerzas retardadoras” del 

movimiento de los líquidos Saint-Venant indica que la fricción interna depende tanto de las 

velocidades relativas de las partículas de fluido como de las dimensiones de la sección y la 

distancia a la pared. Termina diciendo “esto es lo que podemos sospechar de hechos 

conocidos que son difíciles de explicar de otra manera” (Saint-Venant, 1846).  
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Figura 18. Primera página del artículo de Saint-Venant en el que deduce las ecuaciones que 

rigen el movimiento de los líquidos en canales que llevan su nombre. En este artículo define 

el término “celeridad” de la onda. 
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Figura 19. Página de la nota explicativa de Saint-Venant a su trabajo de 1834 (Saint-Venant, 

1843) donde relaciona los esfuerzos normales y tangenciales con las deformaciones del elemento 

de fluido. ,,  corresponden a las velocidades según 𝑥, 𝑦, 𝑧. 
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Sin lugar a duda, el aporte de Saint-Venant a la hidrodinámica fue trascendental, si bien su 

apellido no acompaña los nombres de la ecuación del movimiento ni de la modelación de la 

turbulencia. Los comentarios reproducidos en el párrafo anterior hay que entenderlos en el 

contexto del conocimiento que se tenía del movimiento de los fluidos hasta los primeros tres 

cuartos del siglo XIX. Las deducciones, compatibles con el enfoque molecular, conducían a 

ecuaciones del movimiento que presentaban dos problemas (además de la imposibilidad de 

encontrar una solución general a las ecuaciones diferenciales, debido a la presencia de 

términos no-lineales): uno teórico y otro empírico. El teórico corresponde a la condición de 

borde que debe imponerse: ¿existe o no deslizamiento de las moléculas de fluido en contacto 

con la pared? El empírico se debe a que los resultados obtenidos a partir de la aplicación de 

las ecuaciones del movimiento solo concordaban con mediciones hechas en tubos capilares 

o de diámetro muy pequeños. En canales y tuberías de mayor diámetro, el caudal y la 

resistencia no coincidían con el resultado teórico. Además, se observaba un patrón del 

movimiento que no era rectilíneo sino con “trayectorias ondulantes” y presencia de remolinos 

que, según Saint-Venant, generaban una fricción interna extraordinaria (en oposición a la 

fricción ordinaria que se tenía para movimiento rectilíneo del flujo). Habría que esperar a 

Reynolds para establecer la diferencia entre lo que en el lenguaje actual llamamos flujo 

laminar y flujo turbulento, así como las ecuaciones que rigen a este último. Pero Saint-Venant 

ya tenía claro que debía considerar cantidades promedios y que el coeficiente de resistencia 

interna, 𝜀, dependía tanto de propiedades del fluido (por sus fuerzas de atracción molecular) 

como del flujo y de la geometría del canal. Con el lenguaje actual, diríamos que 𝜀 = 𝜀𝑉 + 𝜀𝑇: 
el coeficiente de fricción interna (como diría Saint-Venant) tiene una componente viscosa y 

otra turbulenta. Fue Boussinesq quien publicó expresiones para 𝜀 en 1877, y sin duda que 

ellas habían sido discutidas con Saint-Venant. En forma general, según Boussinesq, 𝜀 

depende de la posición (𝑦, 𝑧) en la sección de escurrimiento y está dado por: 

𝜀 = 𝜌𝑔𝐴
𝜎


ԉ0𝐹 (

𝑦

𝜎
,
𝑧

𝜎
) (14) 

donde 𝜌 es la densidad del fluido, 𝑔 es la aceleración de gravedad,  𝜎 es el área de 

escurrimiento,  es el perímetro mojado, ԉ0 es el valor medio de la velocidad en la pared, y 

F una relación funcional que depende de 𝑦 𝜎⁄  y 𝑧 𝜎⁄ . 𝐴 es un coeficiente que depende del 

tamaño de la rugosidad de la pared, muy poco dependiente de ԉ0 y lentamente variable con 

el radio hidráulico (Boussinesq, 1877, p. 51). Las dimensiones de 𝐴 son L/T-2.  

De este modo, podemos ver que el aporte de Saint-Venant va mucho más allá de la deducción 

de la ecuación del movimiento de los fluidos. Combinando su aguda capacidad de análisis e 

integración de observaciones, principios físicos y teoría fue capaz de anticiparse a lo que 

sería la modelación de la turbulencia al concebir que la resistencia local al movimiento 

dependía tanto de factores moleculares como de las propiedades integrales del flujo. Puede 

considerarse el éxito del maestro a través del trabajo de su protegido, J. Boussinesq, quien 

exitosamente aplicó las concepciones de Navier al flujo turbulento, considerando las 

variables promedio y una viscosidad variable. 

 

 



Revista SOCHID (2022) Vol. 37, No. 2                      

 

29 
 

6.4. George Gabriel Stokes (1814-1903) 

Como se ha podido ver, la ecuación del movimiento de los fluidos, parece ser una obra 

exclusiva de mentes francesas, resultado de la sólida formación matemática entregada en la 

École Polytechnique, la que buscaba la generación de conocimiento avanzado en física 

matemática en un contexto de aplicaciones ingenieriles (Darrigol, 2002). El interés de los 

científicos ingleses de esa época estaba en la astronomía o matemáticas y solo 

tangencialmente en la hidrodinámica o elasticidad. Las contribuciones de personas como 

George Airy (1801-1892), George Green (1793-1841) o Phillip Kelland (1808-1879), 

especialmente en el campo de la teoría de olas, fueron solo subproductos de sus intereses 

principales. En este ambiente se encuentra Stokes, cuya formación era en matemáticas. 

El primer artículo que aparece en Mathematical and Physical Papers by George Gabriel 

Stokes, Vol. 1, publicado en 1880, en el que se recopila la obra de Stokes, tomada de las 

publicaciones originales, “con notas adicionales por el autor” se denomina “On the steady 

motion of incompressible fluids” y fue leído el 25 de abril de 1842 y publicado originalmente 

en el Vol. VII de Transactions of the Cambridge Philosophical Society. El artículo considera 

flujo irrotacional bidimensional “donde las líneas de corriente son un sistema de elipses 

similares o hipérbolas con el mismo centro, o un sistema de parábolas iguales que tienen el 

mismo eje” (Stokes, 1842; p. 446). Al discutir el caso de las hipérbolas, considera la descarga 

a través de un orificio desde un estanque a otro lleno de fluido, indicando el resultado 

experimental que el fluido “tiene una tendencia a mantenerse dentro de un canal propio, en 

lugar de expandirse” (Stokes, 1842; p. 447). De este modo Stokes es el primero en relacionar 

las ecuaciones que rigen el flujo irrotacional (ecuaciones de Euler) con superficies de 

discontinuidad. Pero tanto o más interesante es cuando escribe “No he probado que el fluido 

debe moverse en este sistema de líneas7. … pueden existir quizás distintos modos de 

movimiento permanente; y de esos algunos pueden ser estables, y otros inestables. Puede 

incluso no haber un modo estable de movimiento posible, en cuyo caso el fluido continuaría 

en perpetuos remolinos (perpetually edding).” Es así como Stokes en 1842 introduces el 

concepto de estabilidad hidrodinámica, el que ahora es de uso común en mecánica de fluidos 

e hidráulica. 

El 14 de abril de 1845 Stokes presentó ante la Cambridge Philosophical Society el trabajo 

por el que más se le reconoce en la actualidad: “Sobre las Teorías de la Fricción Interna de 

los Fluidos, y del Equilibrio y Movimiento de Sólidos Elásticos”, en el que derivó las 

ecuaciones del movimiento de un fluido newtoniano compresible o incompresible. 

Curiosamente, no menciona de manera explícita la viscosidad, aunque dice que “la cantidad 

de fricción interna del agua depende del valor de 𝜇". La deducción que hace Stokes no es tan 

directa como lo hacemos corrientemente en los cursos de Mecánica de Fluidos. Primero, 

considera el desplazamiento relativo entre dos puntos P y P’ del fluido y concluye que el 

movimiento más general está compuesto por traslación, rotación, “dilatación uniforme” y 

“movimientos de desplazamiento” (deformación angular). La presión la descompone en dos 

términos, uno correspondiente a la presión en un estado de equilibrio y el otro asociado al 

movimiento, que demuestra es independiente de la velocidad angular y que debe depender 

 
7 Cursivas agregadas por el autor. Lo que Stokes denomina “sistemas de líneas” en nuestro vocabulario 

corresponde a líneas de corrientes. 
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de las “velocidades residuales relativas”, 𝑒′,  𝑒′′,  𝑒′′′, donde las primas indican los tres ejes 

de extensión o direcciones coordenadas, es decir, con nuestra notación, 𝑒′ = 𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄ ,  𝑒′′ =

𝜕𝑣 𝜕𝑦⁄ ,  𝑒′′′ = 𝜕𝑤 𝜕𝑧⁄ . La presión actuando en la dirección de cada uno de los ejes está dada 

por 𝑝 + 𝑝′, 𝑝 + 𝑝′′ y 𝑝 + 𝑝′′′, siendo 𝑝 la presión en el estado de equilibrio y las que llevan 

primas, al movimiento en las direcciones respectivas. Las presiones en las direcciones 

perpendiculares a los ejes 𝑥, 𝑦 y 𝑧 deben ser funciones de las velocidades residuales relativas, 

por lo que deberá tenerse 

𝑝′ = (𝑒′, 𝑒′′, 𝑒′′′); 𝑝′′ = (𝑒′′, 𝑒′′′, 𝑒′); 𝑝′′′ = (𝑒′′′, 𝑒′, 𝑒′′) (16) 

donde “(𝑒′, 𝑒′′, 𝑒′′′) denota una función de 𝑒′, 𝑒′′ y 𝑒′′′ que es simétrica con respecto a las 

dos últimas cantidades. El problema ahora es determinar, en lo que pueda parecer la hipótesis 

más probable, la forma de la función .” Stokes considera una relación lineal entre 𝑝′ y 𝑒′, 

obteniendo 𝑝′ = 𝐶𝑒′, 𝑝′′ = 𝐶′𝑒′, 𝑝′′′ = 𝐶′′𝑒′. Invocando la simetría antes indicada, resulta 

𝐶′′ = 0 y 𝐶′ = −𝐶. Luego, sin mayor explicación, Stokes considera 𝐶 = −2𝜇, obteniendo  

𝑝′ = −2𝜇𝑒′; 𝑝′′ = −2𝜇𝑒′′; 𝑝′′′ = −2𝜇𝑒′′′ (17) 

Si el fluido además de desplazarse está sometido a una dilatación (fluido compresible), la 

expresión para 𝑝′ resulta ser  

𝑝′ =
2

3
𝜇(𝑒′′ + 𝑒′′′ − 2𝑒′) + (𝑒′ + 𝑒′′ + 𝑒′′′) (18) 

Expresiones similares se obtienen para 𝑝′′ y 𝑝′′′. El siguiente paso de Stokes consistió en 

determinar la “presión oblicua, o la resultante de la presión normal y la acción tangencial, 

sobre cualquier plano”. Finalmente, en términos de la tasa de dilatación cúbica 3𝛿, los 

esfuerzos normales y tangenciales que actúan sobre las superficies de un elemento de fluido 

están dados por: 

3𝛿 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
 (19) 

𝑃1 = 𝑝 − 2𝜇 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝛿) , 𝑃2 = 𝑝 − 2𝜇 (

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝛿) , 𝑃3 = 𝑝 − 2𝜇 (

𝜕𝑤

𝜕𝑧
− 𝛿) 

𝑇1 = −𝜇 (
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
) , 𝑇2 = −𝜇 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
) , 𝑇3 = −𝜇 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

}
 
 

 
 

 (20) 

Escribiendo los esfuerzos anteriores con la notación usualmente utilizada en la actualidad, se 

tiene: 𝑃1 = 𝜏𝑥𝑥 ,  𝑃2 = 𝜏𝑦𝑦 ,  𝑃3 = 𝜏𝑧𝑧 , 𝑇1 = 𝜏𝑧𝑦 = 𝜏𝑦𝑧 , 𝑇2 = 𝜏𝑧𝑥 = 𝜏𝑥𝑧 , 𝑇3 = 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥. 

Para un fluido incompresible 𝛿 = 0, y los esfuerzos normales se reducen a la presión 

termodinámica. 

Es de interés el siguiente comentario que Stokes hace respecto a 𝜇: “Vemos también que es 

necesario suponer 𝜇 sea positivo, ya que de otro modo la tendencia de las fuerzas sería 

aumentar el movimiento de las partes del fluido, y el equilibrio del fluido sería inestable” 

(Stokes, 1845; p. 296). Llama la atención que, según Stokes, deba suponerse un valor positivo 

del coeficiente 𝜇. En la actualidad, nadie dudaría que la viscosidad debe ser positiva y que 

no es un supuesto. Con los supuestos adicionales que 𝜇 debe ser constante e independiente 

de la presión, y que el fluido es homogéneo, Stokes llega a la ecuación del movimiento de 

los fluidos newtonianos, cuya componente en la dirección 𝑥 se presenta en la Fig. 20. La  
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Figura 20. Página del artículo de Stokes de 1845 en el que presenta su deducción de las 

ecuaciones que rigen el movimiento de los fluidos. La ecuación 12 corresponde a la 

componente según 𝑥 para un fluido compresible y la ecuación 13 para un fluido incompresible. 
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ecuación 12 del artículo de Stokes corresponde al caso del fluido compresible y la ecuación 

13 al de uno incompresible. En ellas, 𝑋 es la componente según 𝑥 de la fuerza másica por 

unidad de masa (generalmente la debida al campo gravitacional, 𝑔𝑥) y 𝐷𝑢 𝐷𝑡⁄ = 𝜕𝑢 𝜕𝑡⁄ +

�⃗⃗� ∙ ∇𝑢. 

El próximo problema por resolver es el de las condiciones de borde, y “el método de proceder 

será diferente según se considere como superficie límite una superficie libre, la superficie de 

un sólido o la superficie de separación de dos fluidos, y será necesario considerar estos casos 

por separado …” (p. 298). Sin entrar en el detalle de las condiciones de borde para los 

distintos casos, es interesante indicar que Stokes considera que no hay deslizamiento del flujo 

en contacto con la pared, “La condición que primero se me ocurrió para este caso fue que 

una película de fluido inmediatamente en contacto con el sólido no tiene un movimiento 

relativo a la superficie del sólido” (p.299). Sin embargo, al comparar el resultado calculado 

a partir de la fórmula para el caudal obtenida de sus ecuaciones con los experimentos de 

Bossut y Dubuat, encontró “que la fórmula no concordaba en absoluto con el experimento”. 

Esto lo llevó a incluir una velocidad de deslizamiento 𝑈, por lo que la distribución de 

velocidades 𝑤(𝑟) que obtiene en una tubería cilíndrica de radio 𝑎, es 

𝑤 =
𝜌𝑔 sin 𝛼

4𝜇
(𝑎2 − 𝑟2) + 𝑈 (21) 

Que Stokes no estaba convencido con la Ec. 21 queda claro al leer su reporte a la British 

Association for Advancement of the Science de 1846, en el que indica que “Dubuat 

estableció, como un resultado de sus experimentos, que cuando la velocidad del agua que 

fluye por una tubería es menor que una cierta cantidad, el agua adyacente a la superficie de 

la tubería está en reposo”. Stokes también indica que la condición de no-deslizamiento 

concuerda con los experimentos de Coulomb, el que realizó con un disco metálico que 

oscilaba lentamente en torno a un eje que pasaba perpendicular por su centro: la resistencia 

al movimiento era la misma si la superficie del disco estaba limpia, con una película de grasa 

(para reducir la fricción) o si la superficie tenía arena adherida. Este resultado es compatible 

con el supuesto que el fluido en contacto con la superficie no tiene una velocidad relativa 

respecto a ella. (Stokes, 1847; p. 19). La condición de no-deslizamiento quedaría 

definitivamente establecida con sus experimentos de oscilación de péndulos. En la 

publicación su 1850, dice “supondré, …, que la velocidad de una partícula fluida será la 

misma, tanto en magnitud como en dirección, que la de la partícula sólida con la que está en 

contacto. La concordancia de los resultados así obtenidos con la observación se muestra muy 

satisfactoria” (Stokes, 1850; p. 15). 

Por último, y solo como dato anecdótico, en el artículo de 1850 Stokes indica que los 

resultados asociados al efecto de la fricción en la oscilación de un péndulo pueden ser 

caracterizados con solo una contante, que él denomina índice de fricción y denota como 𝜇′. 
El índice de fricción lo determina para varios fluidos y está definido como 𝜇′ = 𝜇 𝜌⁄ , es decir, 

corresponde a lo que ahora conocemos como viscosidad cinemática. Stokes dice que en la 

solución de las ecuaciones del movimiento 𝜇  siempre aparece dividido por 𝜌, por lo que el 

uso de 𝜇′ es más conveniente. Además, el índice de fricción tiene la ventaja de que sus 

unidades son “el cuadrado de una línea dividido por un tiempo”, por lo que es más fácil de 

adaptar a distintos sistemas de unidades. (Stokes, 1850: p. 17) 
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7. CONCLUSIÓN 

De este modo, podemos decir que se cierra la historia de las ecuaciones que rigen el 

movimiento de los fluidos. Historia larga que arbitrariamente se comenzó en 1628, con la 

publicación de Benedetto Castelli donde establece la ecuación de continuidad, y que culmina 

doscientos años más tarde con el trabajo de Navier, rehecho con distintas visiones o énfasis 

por Cauchy, Poisson, Saint-Venant y Stokes. El gran aporte de este último fue el dilucidar la 

correcta condición de borde que debe imponerse al integrar las ecuaciones del movimiento 

de los fluidos. Probablemente esta es la razón por la que dichas ecuaciones llevan su nombre, 

junto al del primero en deducirlas. Sin embargo, a juicio del autor, la contribución de Saint-

Venant no ha sido suficientemente reconocida. 

No hay duda de que el aporte de Navier fue enorme, pero es opinión del autor que por 

accidente llega a la correcta forma de las ecuaciones del movimiento. Sin tener un claro 

conocimiento de los esfuerzos de corte en los fluidos, el análisis de Navier no refleja 

completamente la física asociada a la fricción interna de los fluidos. En su trabajo, incorpora 

una fuerza adicional en la ecuación de Euler, asociada a la interacción entre moléculas, 

modelada al más básico enfoque de la dinámica de la partícula derivado de los Principia de 

Newton. Sin embargo, esto no resta mérito al trabajo de Navier. Como sucede con el progreso 

del conocimiento científico, los aportes de muchos otros grandes pensadores (“Geómetras” 

en el lenguaje de D’Alembert) ayudaron a reinterpretar y formalizar rigurosamente la fricción 

interna, hasta cerrar el proceso con el trabajo de Stokes. 

En este trabajo, solo esporádicamente se ha mencionado el trabajo experimental, en la medida 

que contradecía el resultado obtenido a partir de la teoría. Aunque se ha mencionado a Bossut, 

Dubuat y Girard, existen muchos otros que contribuyeron con sus mediciones a validar y, 

quizás más importante, cuestionar los resultados teóricos. Solo la discusión de la correcta 

condición de borde generó una controversia que tomó más de medio siglo ser resuelta. Navier 

y Stokes consideraron tanto la condición de no deslizamiento, así como la existencia de una 

velocidad relativa del fluido respecto a la pared sólida. Esta discusión surgía al tratar de 

compatibilizar la teoría con las mediciones. Abordar el aspecto experimental provee material 

suficiente como para otro artículo, ya sea en cuanto a las mediciones como a la visualización 

del flujo, lo que anunciaba una nueva vertiente de estudios, relacionado con inestabilidades 

y turbulencia. 

Por último, no hay que olvidar que la complejidad matemática de las ecuaciones diferenciales 

de Navier-Stokes es tal que ella constituye uno de los siete problemas del milenio aún no 

resueltos. Estos problemas fueron propuestos por el Clay Mathematics Institute, con un 

premio de un millón de dólares a quien resuelva uno de ellos. El planteamiento formal del 

problema se encuentra formulado en un lenguaje matemático en el sitio web del Instituto, 

https://www.claymath.org/, y básicamente consiste en demostrar la existencia de soluciones 

diferenciables, en tres dimensiones, para cualquier valor físicamente válido de la condición 

inicial. 
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RESUMEN 

Presentamos un problema de identificación de parámetros para un parámetro escalar de 

permeabilidad y la máxima velocidad en la entrada siguiendo un perfil de entrada de 

referencia. Se considera una versión modificada de las ecuaciones de Navier-Stokes 

añadiendo un término de permeabilidad a la ecuación de conservación de momento siguiendo 

la ley de Brinkman, de tal forma que el soporte de dicho término representa obstáculos y 

deformaciones de dominio. A partir de una velocidad de referencia, que podría ser medida 

con ruido, baja resolución o en solo una región del dominio, se define un funcional de costo 

diferenciable con respecto a los parámetros a estimar. Finalmente, se presentan ejemplos 

numéricos con datos sintéticos basado en la detección de válvulas cardíacas a partir de 

mediciones globales o locales de datos similares a MRI. 

Palabras claves: Problemas inversos, ley de Brinkman, identificación de parámetros, 

válvulas cardíacas, biomedicina. 

 

1. INTRODUCCIÓN 

El flujo de sangre a través del corazón es regulado por cuatro estructuras mebranosas, 

conocidas como válvulas cardíacas, las cuales se abren y cierran debido a diferencias de 

presión de la sangre. El 20% de la población mundial padece afecciones a las válvulas 

cardíacas (véase Iung y Vahanian, 2011), siendo la estenosis de las válvulas de la aorta las 

más prevalentes en países desarrollados como muestra la Figura 1. 

Obtener una imagen 3D de la forma de las válvulas es un problema desafiante, especialmente 

cuando se busca la forma que adquieren cuando están completamente abiertas. Las válvulas 

de la aorta son estructuras muy delgadas (0.5 mm de espesor) y, por lo tanto, su forma se 

puede visualizar hoy en día utilizando solo dos modalidades: tomografía computarizada (CT) 

y ecocardiografía transesofágica (TEE). Dado que la CT se basa en rayos X, solo se utiliza 
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en pacientes sometidos a reemplazo valvular con el fin de obtener las dimensiones de la raíz 

aórtica para configurar la prótesis. Las imágenes CT generalmente se obtienen cuando la 

válvula está cerrada. La obtención de la imagen en la posición de la válvula abierta requiere 

una dosis de radiación aproximadamente 5 veces mayor, ya que se debe obtener una imagen 

del ciclo cardíaco completo, lo cual equivale a la dosis de radiación total anual recomendada 

(véase Mayo y Leipsic, 2009). La TEE es una técnica más nueva, pero altamente invasiva: 

se inserta un catéter a través del esófago del paciente, lo que implica un procedimiento 

engorroso. La TEE se aplica la mayor parte del tiempo para monitorear cirugías de reemplazo 

valvular (consulte Fattouch et al., 2018) y, por lo tanto, rara vez se aplica en una fase de 

diagnóstico. 

 

Figura 1. Esquema de una estenosis de válvula aórtica. 

La imagen de resonancia magnética (MRI) permite capturar imágenes de estructuras 

anatómicas de forma no invasiva y sin uso de radiación. Por una parte, la geometría de las 

válvulas cardíacas no es visible con MIR, dado que su espesor es más pequeño que la 

dimensión de los vóxeles. Por otra parte, una simple inspección de los datos obtenidos a 

través de la inspección visual de los conjuntos de datos de 4D Flow MRI (4D Flow, consulte 

Dyverfeldt et al., 2015) muestra que la forma de la válvula podría ser recuperada a partir del 

patrón de flujo en los alrededores de la válvula. Este hecho motiva a formular, analizar y 

evaluar numéricamente el problema inverso de inferir obstáculos rígidos y deformaciones 

geo métricas de dominio a partir de mediciones de velocidad interior, con el objetivo final de 

recuperar la forma de las válvulas cardíacas en la posición de apertura a partir de imágenes 

de velocidad. 

La novedad de este trabajo es la identificación de obstáculos de flujo por un método inverso 

que recupere un parámetro de permeabilidad siguiendo la ley de Brinkman (véase Brinkman, 

1949 y Auriault, 2008). Para ello, se propone la incorporación de una función escalar no 

negativa que tenga un gran valor en zona del dominio que representen un obstáculo en el 

fluido viscoso y que tenga un valor igual o muy cercano a 0 en zonas donde el fluido se 

mueva libremente. Este método reduce la identificación de obstáculos a un problema 

potencial inverso más simple. Esta idea está inspirada en Caiazzo et al. (2011), Astorino et 

al. (2011) y Fedele et al. (2017), quienes modelan válvulas cardíacas usando una superficie 

sumergida resistiva (RIS) dada por una distribución de Dirac. El problema de usar RIS para 

la identificación de válvulas sería la necesidad de modificar la discretización del dominio en 



Revista SOCHID (2022) Vol. 37, No. 2                      

 

41 
 

cada iteración del procedimiento de identificación. En contraste, el término de permeabilidad 

que proponemos aquí nos permite trabajar en un dominio fijo para resolver el problema de 

identificación de la forma de la válvula. Este método de resistencia distribuida también puede 

ser útil para estimar la porosidad en flujos de medios porosos. 

2. MODELAMIENTO MATEMÁTICO DEL PROBLEMA 

Las ecuaciones de Navier-Stokes son ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) no lineales 

que describen expresiones para la conservación del momento y masa para fluidos viscosos 

newtonianos en función de la velocidad 𝒖 y la presión del fluido 𝑝 en un volumen de control 

o dominio Ω, conociendo la viscosidad y la densidad del fluido, condensadas en la viscosidad 

dinámica 𝜈. 

En el instante en que las válvulas están completamente abiertas, el problema puede ser 

modelado en estado estacionario como 

−𝜈𝛥𝒖 + (𝛻𝒖)𝒖 + 𝛻𝑝 = 𝟎 en Ω𝐹

div 𝒖 = 0 en Ω𝐹

𝒖 = 𝟎 sobre Γ𝑊

𝒖 = 𝒈 sobre Γ𝐼

−𝜈
𝜕𝒖

𝜕𝒏
+ 𝑝𝒏 +

1

2
(𝒖 ⋅ 𝒏)−𝒖 = 𝟎 sobre Γ𝑂

 (1) 

donde el dominio Ω𝐹 representa la cavidad donde se encuentra la válvula y la frontera de Ω𝐹 

se denota por 𝜕Ω𝐹 y está descompuesta en tres partes disjuntas Γ𝑊, Γ𝐼 y Γ𝑂. Estas partes 

representan las condiciones de frontera de no deslizamiento, perfil de entrada y de salida, 

respectivamente. El vector 𝒏 es el vector normal exterior y (𝒖 ⋅ 𝒏)− representa la parte 

negativa de 𝒖 ⋅ 𝒏. La última condición de frontera es conocida como directional do-nothing 

condition (véase Braack y Mucha, 2014) y ha sido explorada en el último tiempo debido a 

que garantiza existencia y unicidad de solución tanto a nivel analítico como numérico, 

modelando también los fenómenos de reflujo que pueden surgir en el perfil de salida. 

 

Figura 2. Esquema del dominio Ω, compuesto por los dominios Ω𝐹 (en blanco) y Ω𝑠 (en gris). 

Sin embargo, el dominio Ω𝐹 es desconocido por completo, ya que se desconoce la geometría 

de las válvulas. Para ello, se define un dominio virtual Ω dado por la unión de Ω𝐹 con las 

válvulas y otros obstáculos Ω𝑆, tal como muestra la Figura 2, y se define la permeabilidad 
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del medio dada por una función escalar no negativa 𝛾. El dominio Ω puede ser obtenido 

mediante segmentación a partir de CT o TEE, lo cual ayuda a simplificar el problema. 

La función 𝛾 que modela la válvula es igual a 0 en Ω𝐹 e igual a una constante positiva 𝑅 en 

Ω𝑆, con 𝑅 suficientemente grande. Luego, el problema se reescribe como 

−𝜈𝛥𝒖 + (𝛻𝒖)𝒖 + 𝛻𝑝 + 𝛾𝒖 = 𝟎 en Ω
div 𝒖 = 0 en Ω

𝒖 = 𝟎 sobre Γ𝑊

𝒖 = 𝒈 sobre Γ𝐼

−𝜈
𝜕𝒖

𝜕𝒏
+ 𝑝𝒏 +

1

2
(𝒖 ⋅ 𝒏)−𝒖 = 𝟎 sobre Γ𝑂

 (2) 

donde la solución de (2) se aproxima asintóticamente a la solución de (1) a medida que 𝑅 es 

más grande (véase Aguayo y Carrillo, 2022). Por ende, el problema es encontrar dicho 

parámetro 𝛾 a partir de mediciones locales o globales de la velocidad de la sangre en el 

dominio. 

El problema inverso de recuperar el parámetro de permeabilidad 𝛾 a partir de mediciones 

locales de la velocidad ha tenido poco estudio. Los resultados de estabilidad asociados a este 

problema requieren de mediciones de la presión del fluido (algo que es muy difícil en 

cualquier aplicación realista sin conocer el dominio) o de la vorticidad del fluido, dada por 

rot 𝒖. Esta última alternativa es más cercana a cualquier aplicación numérica, puesto que es 

posible aproximar rot 𝒖 usando métodos numéricos afines al problema, y ha sido estudiada 

recientemente por Aguayo y Osses (2022). 

Además, tampoco es posible conocer o medir completamente el perfil de velocidades en la 

entrada debido a la naturaleza del problema. Por lo tanto, 𝒈 es una segunda incógnita de 

nuestro problema inverso.  

3. IDENTIFICACIÓN DE PARÁMETROS 

Si 𝒖𝑅 denota a la velocidad del fluido que se está midiendo y el conjunto ω denota la región 

de medición de la velocidad, donde ω ⊆ Ω, se define el siguiente problema de minimización 

minimizar 𝐽(𝛾, 𝛽) =
1

2
‖𝒖 − 𝒖𝑅‖0,ω

2 +
𝛼

2
‖𝛾‖1,Ω

2

sujeto a −𝜈𝛥𝒖 + (𝛻𝒖)𝒖 + 𝛻𝑝 + 𝛾𝒖 = 𝟎 en Ω

div 𝒖 = 0 en Ω
𝒖 = 𝟎 sobre Γ𝑊

𝒖 = 𝛽𝒖𝐼 sobre Γ𝐼

−𝜈
𝜕𝒖

𝜕𝒏
+ 𝑝𝒏 +

1

2
(𝒖 ⋅ 𝒏)−𝒖 = 𝟎 sobre Γ𝑂

0 ≤ 𝛾 ≤ 𝑀1

0 ≤ 𝛽 ≤ 𝑀2

 (3) 

donde 𝛼, 𝑀1 y 𝑀2 son constantes positivas, 𝒈 es un perfil de velocidad de entrada 
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preestablecido, ‖𝒖 − 𝒖𝑅‖0,ω
2 = ∫ |𝒖 − 𝒖𝑅|2 𝑑𝒙

ω
 y ‖𝛾‖1,Ω

2 = ∫ (|𝛾|2 + |𝛻𝛾|2) 𝑑𝒙
Ω

. 

El funcional de costo 𝐽 definido en (3) depende de los parámetros 𝛾 y 𝛽, ya que la velocidad 

del fluido depende de ambos. En este caso, el término 
𝛼

2
‖𝛾‖1,Ω

2  corresponde a una 

regularización de Tikhonov que ayuda a que el problema se resuelva más fácilmente desde 

una perspectiva numérica. A medida que la constante 𝛼 es más pequeña, los parámetros se 

ajustarán mejor a la velocidad 𝒖𝑅. Sin embargo, si esta medición tiene una cantidad 

considerable de ruido o si su resolución es baja, es necesario usar un parámetro 𝛼 más grande 

para evitar un sobreajuste a la velocidad observada. Además, el hecho de no medir la 

vorticidad hace imperioso que se agregue un término regularizante. 

El primer parámetro a determinar es la permeabilidad 𝛾, la cual se modela en este problema 

como una función no negativa y suave (diferenciable en un sentido débil), con una cota 

superior 𝑀1. Esta cota superior representa el valor esperado para que 𝛾 se correlacione con 

un obstáculo o deformación de dominio. 

El segundo parámetro es la constante 𝛽, la cual representa la velocidad máxima del fluido en 

la entrada. Para ello, se propone un perfil de entrada 𝒖𝐼 que sea compatible con las ecuaciones 

de Navier-Stokes, como la ley de Poiseuille, que sirva como referencia. Este parámetro debe 

ser menor o igual a la constante 𝑀2, la cual es necesaria debido a la naturaleza de las 

mediciones. El 4D Flow MRI tiene un parámetro conocido como VENC (velocity encoding) 

que representa la máxima velocidad de fluido que será codificada por la imagen. Si bien dicha 

velocidad puede ser muy superior al valor óptimo, la existencia de esta cota superior permite 

que el problema matemático sea más fácil de resolver. 

El problema de identificación de parámetros definido en (3) posee solución, lo cual se puede 

demostrar de forma similar al Teorema 6 de Aguayo et al. (2021), pero no necesariamente la 

solución es única. Además, es posible probar que la velocidad 𝒖 y la presión 𝑝 son dos veces 

diferenciables con respecto a los parámetros. Luego, el funcional 𝐽 es también dos veces 

diferenciable con respecto a los parámetros, debido a que 𝐽 es cuadrático. Por lo tanto, es 

posible plantear condiciones de optimalidad de primer y segundo orden, como también 

implementar algoritmos de optimización de primer basados en métodos de descenso o 

también algoritmos de segundo orden basados en cálculos del hessiano. 

Calcular hessianos en este tipo de problemas es complejo, incluso a nivel computacional. Por 

lo tanto, es común usar métodos que lo aproximen como el algoritmo BFGS (Broyden–

Fletcher–Goldfarb–Shanno) y el uso de estados adjuntos para simplificar el cálculo de las 

primeras derivadas. 

4. RESULTADOS NUMÉRICOS 

En esta sección se presentan algunas pruebas numéricas para el problema de minimización 

(3) simulando una válvula cardíaca en un dominio 2D y en un dominio 3D. En el caso 2D, 

se presenta una geometría realista de una válvula bicúspide, la cual se extiende para generar 

un dominio virtual, mientras que en el caso 3D se presenta una geometría cilídrica con una 
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válvula tricúspide simulada con parámetros biológicos realistas. En ambos casos, se 

presentan resultados con información parcial o de baja resolución con el fin de resolver 

numéricamente el siguiente problema 

minimizar 𝐽(𝛾, 𝛽) =
1

2
‖𝒖 − 𝒖OBS‖0,ω

2 +
𝛼0

2
‖𝛾‖0,Ω

2 +
𝛼1

2
|𝛾|1,Ω

2

sujeto a −𝜈𝛥𝒖 + (𝛻𝒖)𝒖 + 𝛻𝑝 + 𝛾𝒖 = 𝟎 en Ω

div 𝒖 = 0 en Ω
𝒖 = 𝟎 sobre Γ𝑊

𝒖 = 𝛽𝒖𝐼 sobre Γ𝐼

−𝜈
𝜕𝒖

𝜕𝒏
+ 𝑝𝒏 +

1

2
(𝒖 ⋅ 𝒏)−𝒖 = 𝟎 sobre Γ𝑂

0 ≤ 𝛾 ≤ 𝑀1

0 ≤ 𝛽 ≤ 𝑀2

 (4) 

donde ‖𝛾‖0,Ω
2 = ∫ |𝛾|2 𝑑𝒙

Ω
 y |𝛾|1,Ω

2 = ∫ |𝛻𝛾|2 𝑑𝒙
Ω

. 

Las ecuaciones de Navier-Stokes fueron discretizadas mediante el método de Elementos 

Finitos en mallas triangulares para dominios 2D y en mallas tetraédricas para dominios 3D 

usando combinaciones estables de elementos para el par de velocidad y presión (𝒖, 𝑝). El 

parámetro de permeabilidad fue discretizado usando elementos de Lagrange de grado 1, 

denotado como ℙ1. Finalmente, el solver numérico fue implementado en FEniCS con la 

biblioteca dolfin-adjoint, la cual permite resolver problemas de minimización como el 

definido en (3). Cada vez que sea necesario, el solver de minimización es inicializado con 

soluciones nulas para 𝛾 y 𝛽. 

4.1 Solución de referencia en 2D 

Se definió un dominio que representara una cavidad cardíaca que rodea la válvula aórtica. El 

flujo de entrada obedece un perfil parabólico 𝒖𝐷 = 𝑈𝒖𝐼, donde 𝒖𝐼 está dado por 

𝒖𝐼 = −𝑥(𝑑 − 𝑥)𝒏 (5) 

y 𝒙 = (𝑥, 𝑦) son las coordenadas del sistema cartesiano en 2D, 𝒏 es el vector normal exterior, 

𝑑 es el diámetro de la entrada y 𝑈 es la velocidad máxima en la entrada. Luego, el dominio 

virtual Ω está dado por el dominio real Ω𝐹 sin sus respectivas válvulas. 

Los parámetros usados corresponden a la viscosidad cinemática de la sangre humana, dada 

por 𝜈 = 0.035 cm2/s, el diámetro de la entrada 𝑑 = 2 cm y la velocidad máxima en la 

entrada dada por 𝑈 = 30 cm/s, resultando un número de Reynolds en la entrada igual a 

Re =
𝑈𝑑

𝜈
= 1714 (6) 

Para garantizar la estabilidad de la discretización de elementos finitos, se utilizaron elementos 

de Taylor-Hood, dados por elementos de Lagrange de grado 2, también conocido como ℙ2, 

para la velocidad 𝒖 y de grado 1 para la presión 𝑝. 
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Figura 3. Dominio real Ω𝐹 (izquierda) y dominio virtual Ω (derecha) para el caso 2D. 

  

Figura 4. Malla del dominio Ω (izquierda) y de la solución de referencia 𝒖𝑅 interpolada en Ω. 

4.2 Solución del problema de identificación de parámetros en 2D 

Para las pruebas 2D se consideran los parámetros 𝑀1 = 50, 𝑀2 = 104, 𝛼0 = 10−5 y 𝛼1 =

10−8. En primer lugar, se establece una prueba de referencia donde la región de medición 

será el dominio virtual completo, por lo que se considera 𝜔 = Ω y 𝒖OBS = 𝒖𝑅. 

El valor óptimo 𝛽∗ = 31,854 es cercano al valor de referencia 𝛽 = 𝑈 = 30,  mostrando 

empíricamente que el problema antes definido permite obtener una buena aproximación de 

la máxima velocidad en la entrada. Asimismo, los resultados numéricos presentados en la 

Figura 5 presentan una polilínea rosada que sigue los puntos donde el estado óptimo 𝛾∗ 

alcanza sus máximos valores a cada lado del eje de simetría, los cuales aproximan de buena 

forma la frontera interior de las válvulas. El óptimo 𝛾∗ asume valores cercanos a 0 entre las 

válvulas, arriba y debajo de ellas, de acuerdo con lo esperado. 
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Figura 5. 𝛾∗ óptimo, solución de referencia 𝒖𝑅 con válvula reconstruida y velocidad óptima 𝒖∗ (de 

izquierda a derecha). Prueba de referencia, 366 iteraciones, 𝛽∗ = 31,854. 

De forma similar es posible obtener resultados similares reduciendo la medición de velocidad 

a la región rectangular dibujada en negro en la Figura 6, el cual se ha denominado como 

prueba de subdominio. 

En particular, el solver de minimización requiere menos iteraciones para obtener similares 

resultados para los estados 𝛾 y 𝛽. El óptimo 𝛾∗ asume valores levemente superiores a 0 bajo 

las válvulas, lo cual corresponde a la falta de información generada al medir en un 

subdominio, pero de todas formas es posible generar una resistencia capaz de reproducir una 

estimación de la velocidad óptima. Esto es compensado con un aumento del valor del óptimo 

𝛽∗. 

  

Figura 6. 𝛾∗ óptimo, solución de referencia 𝒖𝑅 con válvula reconstruida y velocidad óptima 𝒖∗ (de 

izquierda a derecha). Prueba de subdominio, 320 iteraciones, 𝛽∗ = 32,2953. 

Finalmente, se presenta la prueba de MRI, que consiste en una simulación sintética de 4D 

Flow MRI. Este tipo de imágenes representa el flujo medio de sangre en una unidad de 

volumen, denominada vóxel, el cual puede ser reinterpretado como la velocidad media del 
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fluido en él. Asumiendo una representación constante de dicha velocidad en cada vóxel, es 

posible interpretar el 4D Flow MRI como una proyección al espacio de elementos finitos de 

las funciones constantes por elementos, definido en una malla estructurada de hexaedros, el 

cual se denota como ℚ0. Entonces, a partir de nuestra solución de referencia 𝒖𝑅 se genera 

una simulación de MRI mediante una proyección a ℚ0 en una malla estructurada con vóxeles 

cuadrados de lado 1 mm, la cual es nuevamente proyectada al espacio ℙ2 con el fin de definir 

la observación 𝒖OBS. Esto se puede comparar de mejor forma con los estados numéricos. 

  

Figura 7. Solución de referencia 𝒖R (izquierda), MRI sintético 𝒖MRI (centro) y proyección de la 

velocidad 𝒖𝑅 (derecha). 

Usando los mismos parámetros definidos anteriormente, se resolvió el problema (4) 

obteniendo los resultados que muestra la Figura 8. En este caso, la válvula reconstruida está 

localizada más alejada del centro de simetría que la obtenida en los experimentos anteriores 

debido al muestreo del MRI, aunque el valor óptimo 𝛽∗ es similar a los anteriores. 

  

Figura 8. 𝛾∗ óptimo, MRI sintético 𝒖MRI con válvula reconstruida y velocidad óptima 𝒖∗ (de 

izquierda a derecha). Prueba de MRI, 373 iteraciones, 𝛽∗ = 31,6530. 
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La intensidad del ruido blanco en las mediciones de MRI es proporcional al VENC, el cual 

es configurado de tal forma que permita capturar la máxima velocidad en la región de 

medición. Entonces, el ruido esperado es proporcional a la máxima velocidad. En 

aplicaciones clínicas, un MRI de alta calidad presenta ruido equivalente al 10% de la 

velocidad máxima. Ruido gaussiano fue adicionado a cada componente de la velocidad de 

nuestro MRI sintético con desviación estándar de 5%, 10% y 20% del máximo valor absoluto 

de cada componente de la velocidad de referencia 𝒖R. 

  

Figura 9. 𝛾∗ óptimo, MRI sintético 𝒖MRI con válvula reconstruida y velocidad óptima 𝒖∗ (de 

izquierda a derecha). Prueba de MRI con 5% de ruido, 298 iteraciones, 𝛽∗ = 31,4286. 

La Figura 9 muestra los resultados del experimento con 5% de ruido gaussiano, obteniendo 

similares resultados a los obtenidos en los experimentos anteriores sin ruido considerando la 

polilínea que reconstruye la válvula. Sin embargo, dicha aproximación empeora a medida 

que el ruido aumenta debido a la tendencia al sobreajuste de los datos. 

La Tabla 1 muestra el error cuadrático medio (MSE) entre la válvula reconstruida dada por 

las polilíneas que reconstruyen las válvulas para la MRI sintético con diferentes niveles de 

ruido y la polilínea obtenida en la prueba de referencia. Para cuantificar este error, solo son 

considerados los puntos de la polilínea que están a distancia de 0,5 mm o menor de la válvula 

real. Hay diferencias pequeñas en el caso sin ruido y con 5% de ruido, pero este error aumenta 

a medida que el nivel de ruido crece hasta 20%. 

 

Tabla 1. Error cuadrático medio en la predicción de válvulas. 

Nivel de ruido MSE 

0% 9,9098 ∙ 10−3 

5% 1,1720 ∙ 10−3 

10% 2,3320 ∙ 10−2 

20% 4,1661 ∙ 10−2 
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4.3 Solución de referencia en 3D 

Buscando simplificar las pruebas numéricas, se escogió un dominio cilíndrico de radio 

1,305 cm y largo 4 cm con un mallado conforme de tetraedros. Al igual que el caso 2D, el 

flujo de entrada obedece un perfil parabólico 𝒖𝐷 = 𝑈𝒖𝐼, donde 

𝒖𝐼 = −
𝑈

𝑅2
(𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2)𝒏 (5) 

y 𝒙 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) son las coordenadas del sistema cartesiano en 2D, 𝒏 es el vector normal 

exterior, 𝑅 es el radio de la entrada y 𝑈 es la velocidad máxima en la entrada. 

Las válvulas fueron modeladas a partir de un parámetro de permeabilidad usando una función 

𝛾R que asume un valor 𝑀 = 1010 en la válvula y el valor 0 fuera de ella y modelada como 

una función en el espacio ℙ1, donde los valores nodales son iguales a 𝑀 o 0. Para ello, se 

usó un modelo paramétrico de una válvula tricúspide inspirado en Haj-Ali et al. (2012). Los 

otros parámetros biológicos para la sangre humana permanecen constantes. De esta forma, el 

número de Reynolds está dado por 

Re =
𝑈𝑑

𝜈
= 2237 (7) 

A diferencia del caso 2D, se optó por elegir otra familia de elementos finitos que garantizara 

estabilidad con una menor cantidad de grados de libertad. Para ello, se utilizó el MINI 

elemento, consistente por el espacio ℙ1,bub para la velocidad 𝒖 y ℙ1 para la presión 𝑝. El 

elemento ℙ1,bub está dado por la suma del espacio ℙ1 con el espacio de las funciones burbujas 

(véase en), reduciendo los grados de libertad en comparación al uso del espacio ℙ2 usado en 

el elemento de Taylor-Hood y manteniendo el orden de error del método de elementos finitos. 

  

Figura 10. Gráficos de las válvulas. Cortes en el plano 𝑥 = 0 (izquierda), vista frontal (centrol= y 

vista exterior (derecha) 
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Figura 11. Válvula (izquierda) y velocidad de referencia 𝒖R en forma de campo vectorial (centro) e 

isovalores de magnitud (derecha). 

4.4 Solución del problema de identificación de parámetros en 3D 

A diferencia del caso 2D, el funcional 𝐽 solo comparará la interpolación de las velocidades 

𝒖 y 𝒖OBS en el espacio ℙ1, debido a que el cálculo es más preciso prescindiendo de las 

funciones burbuja. Para la prueba de referencia, se consideran mediciones en todo el dominio. 

En la Figura 12, se aprecia que el óptimo 𝛾∗ asume valores cercanos a 0 en zonas anteriores 

y posteriores a la válvula, como también en la zona entre las válvulas. Eligiendo la región 

donde 𝛾∗ tiene valores iguales o mayores a 0.4max{𝛾∗(𝒙) | 𝒙 ∈ Ω}, siguiendo un criterio de 

umbral para identificar la válvula, se aprecia que dicha región delimita el espacio entre las 

válvulas. La magnitud y dirección de 𝒖∗ es similar a 𝒖R. El óptimo 𝛽∗ es próximo al valor 

de referencia, pero menos próximo que en la estimación para el caso 2D. 

 

Figura 12. Cortes de isovalores de 𝒖R y 𝒖∗, comparación entre 𝛾R (magenta) y 𝛾∗, cortes de 

isovalores de 𝛾∗ y 𝛾R (de izquierda a derecha). Prueba de referencia 3D, 460 iteraciones, 𝛽∗ =

36.3068. 
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De forma análoga al caso 2D, es posible realizar una proyección de la velocidad de referencia 

𝒖R en el espacio ℚ0 con una malla de hexaedros de lado 1 mm con el fin de simular una 4D 

Flow MRI, el cual es nuevamente proyectado al espacio ℙ1 definido en la misma malla del 

dominio virtual. Así, se obtiene una nueva velocidad de referencia para la prueba de MRI. 

Los resultados obtenidos son similares a los de la prueba de referencia, observando una mejor 

predicción del parámetro 𝛽, correspondiente a la máxima velocidad en la entrada, obteniendo 

un óptimo 𝛽∗ = 35.6507. Sin embargo, el solver requiere más de 100 iteraciones adicionales 

para cumplir los criterios de convergencia en comparación con la prueba de referencia. 

 

Figura 13. Cortes de isovalores del MRI simulado 𝒖R y 𝒖∗, comparación entre 𝛾R (magenta) y 𝛾∗, 

cortes de isovalores de 𝛾∗ y 𝛾R (de izquierda a derecha). Prueba de MRI 3D, 566 iteraciones, 𝛽∗ =

35.6507. 

 

Figura 14. Cortes de isovalores del MRI simulado 𝒖R y 𝒖∗, comparación entre 𝛾R (magenta) y 𝛾∗, 

cortes de isovalores de 𝛾∗ y 𝛾R (de izquierda a derecha). Prueba de MRI 3D con 10% de ruido, 566 

iteraciones, 𝛽∗ = 35.3435. 
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También se realizaron simulaciones con ruido gaussiano con niveles de ruido proporcional a 

la velocidad máxima absoluta en cada dirección con niveles de 10% y 20% de ruido. Si bien 

las aproximaciones son de peor calidad a medida que el ruido crece, siguiendo una tendencia 

similar al caso 2D, la reconstrucción del espacio entre las válvulas para el caso con 10% de 

ruido es similar al obtenido en la prueba de MRI tal como se aprecia en las Figuras 13 y 14. 

Sin embargo, 𝛾∗ presenta ruido numérico debido al sobreajuste de los datos. Los resultados 

empeoran cuando se presenta 20% de ruido gaussiano, donde además 𝛾∗ no es comparable 

con la referencia 𝛾R. 

5. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES 

Hemos presentado un nuevo problema de identificación de parámetros para determinar una 

aproximación del parámetro de permeabilidad en ecuaciones de Navier-Stokes, 

contribuyendo a la detección de obstáculos y deformaciones de dominio en estudios 

fluidodinámicos. Desde una base matemática, este problema posee solución y condiciones 

de optimalidad que permiten el uso de algoritmos de minimización y aproximaciones 

numéricas para su solución computacional. 

Los experimentos numéricos presentados muestran gran precisión y estabilidad en el caso 

2D, especialmente en los experimentos sin ruido. En ellos se evidencia que la válvula 

reconstruida representa a la estructura a reconocer, sirviendo como una herramienta 

diagnóstica para el personal médico. Los experimentos con ruido gaussiano para el MRI 

simulado requieren un postproceso simple, lo que permite su implementación en solvers 

numéricos basados en el método de elementos finitos. También se presenta una degradación 

de las estimaciones obtenidas a medida que el nivel de ruido crece, lo cual es esperable en 

estas situaciones. 

Si bien los resultados del caso 3D generaron resultados cualitativamente similares a los del 

caso 2D, el criterio de umbral no es suficientemente bueno para reconstruir el espacio entre 

las válvulas y el tiempo de ejecución es elevado debido a la gran cantidad de grados de 

libertad empleados para su aproximación mediante el método de elementos finitos. Dado que 

el modelo 3D es de particular interés para la comunidad médica, dado que puede constituir 

una herramienta para el diagnóstico de afecciones valvulares, el diseño de un algoritmo 

simplificado de nuestro solver numérico es parte de nuestro trabajo futuro. 
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RESUMEN 

Se resuelve de manera numérica el flujo sanguíneo para dos arterias carótidas internas con 

aneurismas, tanto para el régimen permanente e impermanente, donde este último considera 

la pulsación del flujo sanguíneo. Se analiza el comportamiento de la presión, esfuerzo de 

corte en las paredes y velocidades para ambos regímenes, además de la utilidad de realizar 

un análisis preliminar en régimen permanente para posteriormente realizar un análisis 

considerando las variaciones temporales del flujo. La sangre se modela como un fluido no 

newtoniano tipo Carreau. 

Palabras claves: Flujo sanguíneo, Aneurisma, Fluidos no newtonianos, CFD, ANSYS.  

 

1. INTRODUCCIÓN Y OBJETIVOS 

Una de las aplicaciones más sencillas de las ecuaciones que rigen el movimiento de fluidos 

incompresibles consiste en el estudio del flujo en una tubería circular. Es común en los cursos 

introductorios a la dinámica de fluidos que este sea uno de los primeros problemas que se 

resuelve cuando se introducen las leyes del movimiento de los fluidos. Es interesante notar 

que el estudio del flujo generado por un gradiente de presión en un tubo cilíndrico, ahora 

conocido como flujo de Poiseuille, fue intensamente estudiado experimentalmente por el 

médico francés Jean-Louis-Marie Poiseuille, quien estaba interesado en el flujo sanguíneo 

en el cuerpo humano (Britannica, 2022). Además del flujo sanguíneo en seres vivos, las 

aplicaciones del flujo en ductos a presión en la vida cotidiana son múltiples, como las 

relacionadas con las tuberías que alimentan los hogares con agua potable, procesos 

industriales, etc. 

Este estudio se centra en analizar los efectos de la presencia de aneurismas en dos arterias 

carótidas internas, tanto para el caso permanente e impermanente, considerando pulsaciones 

naturales del flujo sanguíneo y lo efectos que tiene la presencia de los aneurismas para el 

flujo. El estudio se realiza por medio de soluciones numéricas de las ecuaciones del 

movimiento empleando el software ANSYS Fluent.  
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2. REVISIÓN BIBLIOGRÁFICA  

La primera versión de las ecuaciones para la dinámica de los fluidos newtonianos fue 

deducida por C-L Navier (1823) y posteriormente las dedujo G. Stokes (1845), quien 

correctamente identifica el coeficiente asociado a la fuerza de atracción molecular de las 

ecuaciones de Navier con el coeficiente de viscosidad. Con esta potente herramienta se 

abordaron de manera analítica múltiples flujos, entre ellos el de un fluido newtoniano laminar 

en una tubería sometido a un gradiente de presiones constante, determinando relaciones entre 

el esfuerzo de corte, presión y caudal. Casi un siglo después de los trabajos de Navier y 

Stokes, Sexl (1930) y Lambossy (1952) abordaron de manera analítica el flujo de un fluido 

newtoniano en una tubería cilíndrica rígida de radio 𝑅, sometido a un gradiente de presión 

pulsante periódico en régimen laminar, obteniendo la forma que tiene el perfil de velocidades. 

En 1955, Womersley lleva estos resultados a la práctica, aplicándolos al flujo sanguíneo 

realizando un análisis para la velocidad, caudal y fuerza de arrastre, además de comparar sus 

resultados con mediciones realizadas para el flujo en arterias. Debido a la importancia de la 

publicación de Womersley (1955) es común encontrar en la literatura que el adimensional 

asociado el flujo pulsante en una tubería se denomine número de Womersley: 

𝛼2 =
𝑅2𝜔

𝜇/𝜌
→ 𝛼 = 𝑅√

𝜔

𝜇/𝜌
 

 

(1) 

Donde 𝛼2  corresponde a la razón entre la inercia asociada al efecto transiente que genera la 

pulsación 𝜌𝜔𝑈 y la fuerza viscosa 𝜇
𝑈

𝑅2, donde 𝑈 es la escala de velocidad característica del 

flujo, 𝑅 el radio de la tubería cilíndrica, 𝜔 la frecuencia de la pulsación, 𝜌 la densidad del 

fluido y 𝜇 la viscosidad dinámica del fluido. 𝛼 es el número de Womersley. 

 

Si bien el análisis de Womersley es una primera aproximación, varios de los supuestos 

realizados en su análisis no aplican en el caso del flujo sanguíneo. En primer lugar, la reología 

de la sangre es no newtoniana debido a su composición, siendo un fluido del tipo 

“adelgazante” o “shear thinning”, ya que la viscosidad se ve reducida al estar sometida a 

esfuerzos de corte. Además, presenta comportamiento tixotrópico al existir variación en el 

tiempo de la viscosidad y es viscoelástica ya que exhibe características tanto viscosas como 

elásticas (Nader et al., 2019). 

 

Una segunda simplificación realizada corresponde al gradiente de presión pulsante 

empleado. Debido a la forma como el corazón bombea sangre, la variación de la presión 

sanguínea en las arterias, a pesar de ser periódica, no genera una pulsación sinusoidal.  

 

La tercera simplificación corresponde a la geometría empleada y el comportamiento de las 

arterias. Evidentemente un cilindro rígido muy largo no siempre es una buena aproximación 

para las arterias del cuerpo debido a las múltiples geometrías que siguen estos conductos, 

agregándose el efecto por la existencia de múltiples bifurcaciones y confluencias de los 

conductos en el sistema circulatorio, al igual que variaciones en el diámetro. Teniendo esto 

en consideración, las arterias analizadas en el presente estudio presentan importantes 

deformaciones debido la forma natural de estas o la presencia de un aneurisma, el cual es un 

crecimiento anormal de alguna protuberancia en la arteria.  
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Es importante agregar a lo anterior que las arterias no son rígidas, agregando la dinámica del 

sólido a la del flujo del fluido, quedando un sistema acoplado dinámicamente entre ambos 

medios si se busca agregar esta componente en el análisis. Por simplicidad, en el estudio que 

se presenta en este artículo, las paredes de las arterias se consideran rígidas.  

 

En vista de la complejidad de eliminar alguna o todas de las simplificaciones anteriores, un 

enfoque analítico es inviable y el uso de herramientas computacionales aparecen como una 

solución al problema. Estas últimas no dejan de tener limitantes, debido a la complejidad de 

los modelos reológicos y la capacidad de cálculo disponible. 
 

Un ejemplo de los primeros estudios empleando métodos numéricos para el flujo sanguíneo 

es el de Daly (1976).  En este estudio se analizan los efectos de la estenosis (reducción de la 

sección) en arterias con flujos pulsantes. Daly emplea métodos numéricos (diferencias 

finitas) para resolver el flujo pulsante en una arteria con una geometría bastante idealizada 

en presencia de estenosis y despreciando los efectos de los muros para las arterias además de 

reología newtoniana para la sangre. Los resultados numéricos permiten obtener aparte de la 

velocidad, como se comporta la presión y tensiones en la arteria. Posteriormente, Nakamura 

y Sawada (1988) considerando reología no newtoniana para la sangre resolvieron 

numéricamente (con elementos finitos) el caso de tener estenosis en una sección axisimétrica, 

determinando valores para la presión y esfuerzo de corte. Además, identificaron los efectos 

de considerar reología no newtoniana de la sangre para analizar la fuerza que se produce 

sobre la estenosis. Con el avance de las técnicas computacionales y la capacidad de cálculo 

en los últimos años se han realizado gran cantidad de estudios numéricos del flujo sanguíneo, 

incorporando en el análisis algunas de las complejidades asociadas a este flujo. Pontrelli 

(1998) resolvió numéricamente el flujo pulsante (modelado con una función coseno) para el 

flujo sanguíneo considerando una tubería rígida y tres reologías distintas (newtoniano 

generalizado, Oldroyd-B y Oldroyd-B generalizado), comparando resultados numéricos con 

datos experimentales y determinando cuál reología es la más adecuada para el flujo 

sanguíneo. Otros estudios más avanzados consideran la geometría compleja de los conductos, 

distintas reologías de fluido, régimen laminar o turbulento y dinámica de la pared. Por 

ejemplo, el trabajo de Moradicheghamahi et al. (2019) en Fluent 16.2, donde se estudia el 

flujo pulsante en la bifurcación carótida construida tridimensionalmente a partir de la 

información de un paciente, considera dos reologías para la sangre (ley de potencia y 

Carreau), modelo elástico para la pared, régimen turbulento y el flujo pulsante que 

corresponde a variaciones del caudal de sangre y presión en el tiempo. Algunos de los 

resultados del estudio corresponden a la determinación del valor de los esfuerzos de corte 

sobre las paredes de la arteria y presión, además de otras cantidades derivadas debido a su 

relación con la ateroesclerosis.  

 

Existen estudios numéricos nacionales como el de Valencia (2010) quien abordó los efectos 

de un aneurisma cerebral ubicado en una arteria con geometría real llevada a una malla 

computacional, considerando reología no newtoniana para la sangre (modelo de Carreau), 

interacción con las paredes ya que considera la dinámica de sólidos y las pulsaciones en el 

tiempo del flujo sanguíneo. Los resultados numéricos permiten un estudio detallado de las 

velocidades, esfuerzos de corte y variaciones de presión para la arteria y el aneurisma. Otros 
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ejemplos de trabajos nacionales sobre el flujo sanguíneo corresponden al de Gómez, (2010), 

quien se enfocó en el efecto que tiene la componente turbulenta del flujo respecto a las 

soluciones obtenidas en el régimen laminar para una arteria con aneurisma considerando 

geometrías reales, fluido no newtoniano y flujo pulsante, agregando varios modelos de 

turbulencia para el análisis. Amigo (2018) realizó un amplio estudio morfológico y 

hemodinámico para múltiples casos reales de aneurismas cerebrales, empleando reología 

newtoniana y no newtoniana (Casson), además de los efectos pulsantes para flujo. 

 

3. METODOLOGÍA 

Para abordar el análisis del flujo en ambas arterias, de forma preliminar, es necesario 

determinar las ecuaciones que rigen la dinámica del fluido, los parámetros necesarios y 

condiciones de borde para resolver numéricamente ambos flujos. 

3.1 Ecuaciones del flujo, reología y condiciones de borde 

Las ecuaciones que rigen la dinámica del flujo sanguíneo empleadas en este estudio 

corresponden a la ecuación de continuidad, momentum y una ley constitutiva para la reología 

de la sangre. 

Continuidad: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 (2) 

Se considera la sangre como un fluido incompresible con densidad  𝜌 = 1050 (
kg

m3) 

(O’Callaghan, 2006) en las arterias. 

Momentum: 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) =

𝜕𝜏𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑓𝑥 (3) 

 

𝜌 (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
) =

𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑓𝑦 (4) 

 

𝜌 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) =

𝜕𝜏𝑧𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑧𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑧

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑓𝑧 (5) 

 

Donde 𝜌 la densidad del fluido, (𝑢, 𝑣, 𝑤) son las componentes del vector de velocidad, 𝜏𝑖𝑗 

las componentes del tensor de tensiones y 𝜌𝑓𝑖 la fuerza másica que actúa sobre el fluido en 

cada eje (como la gravedad). 

Para las tensiones, es necesario agregar la ecuación constitutiva para el fluido, en este caso 

la sangre se modela como un fluido no newtoniano tipo Carreau de tres parámetros (Cho y 

Kensey, 1991). 
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3.1.1 Ecuaciones constitutivas y reología 

Para un fluido incompresible, el tensor de tensiones se define como: 

𝜏𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 (6) 

Donde 𝜏𝑖𝑗 es el tensor de tensiones, 𝑝 es el campo escalar de presiones, 𝛿𝑖𝑗 es el delta de 

Kronecker, 𝜇 es la viscosidad y 𝜀𝑖𝑗 es el tensor de deformación. El tensor de deformación se 

define en función de las componentes del campo de velocidad del fluido como: 

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
) =

1

2
𝛾𝑖𝑗 (7) 

Donde 𝛾𝑖𝑗 es el tensor de deformación angular. 

Considerando la sangre como un fluido tipo Carreau, se tiene la ecuación para la viscosidad: 

𝜇(�̇�) = 𝜇∞ + (𝜇0 − 𝜇∞)(1 + 𝐴 �̇�2)𝑛 (8) 

 

Donde �̇�, corresponde al segundo invariante del tensor de deformación angular: 

�̇� = √
1

2
∑ ∑ �̇�𝑖𝑗�̇�𝑗𝑖

3

𝑗=1

3

𝑖=1

 (9) 

y 𝜇∞, 𝜇0, 𝐴 y 𝑛, son los parámetros del modelo reológico. 

Johnston et al. (2004) entrega los siguientes valores para los parámetros del modelo de 

Carreau para la sangre: 𝜇∞ = 0.00345 N s m2⁄  , 𝜇0 = 0.056 N s m2⁄  , 𝐴 = 10.976 s2 y 

𝑛 = −0.3216 . 

3.1.2 Condiciones de borde  

Como se busca comparar los resultados tanto para el caso permanente e impermanente, las 

condiciones de borde pueden variar entre ambos casos. Sin embargo, para las paredes de las 

arterias, tanto como en el caso permanente e impermanente, se tiene velocidad nula sobre 

estas, por lo que se consideran paredes rígidas para simplificar el análisis ya que el objetivo 

es la comparación de ambas soluciones. 

Para las arterias existen entradas y salidas para las cuales es necesario dar condiciones de 

borde en estas superficies, las que se muestran en las Figs. 1 y 2, que corresponden al CAD 

de dos arterias (las cuales se denominan en adelante como las arterias N°7 y N° 28, 

respectivamente), detallando las entradas y salidas de los flujos, además de indicar el 

aneurisma presente. 



Revista SOCHID (2022) Vol. 37, No. 2                       

 

60 
 

 

Figura 1. CAD de arteria carótida interior con aneurisma (Arteria N°7) con flujos de entrada y salida 

para la sangre. 

 

Figura 2. CAD de arteria carótida interior con aneurisma (Arteria N°28) con flujos de entrada y salida 

para la sangre. 

Para el caso impermanente es necesario tener como condiciones de borde la velocidad en la 

entrada y las presiones en las salidas, ambas con sus respectivas variaciones en el tiempo. 

Para esto es posible aproximar la velocidad que se tiene en la entrada de la arteria por medio 

Salida 

Salida 

Salida 

Entrada Aneurisma  

Salida 

Salida 

Salida 

Entrada 

Aneurisma  

Salida 
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de una serie de Fourier truncada (Amigo, 2018), replicando las fluctuaciones del flujo 

sanguíneo para un ciclo cardiaco: 

𝑉(𝑡) =
𝑎𝑜

2
+ ∑ 𝑎𝑛

8

𝑛=1

cos(𝑛𝜔𝑡) + ∑ 𝑏𝑛

8

𝑛=1

sin(𝑛𝜔𝑡) (10) 

Donde los coeficientes 𝑎𝑛 y 𝑏𝑛 para la velocidad de entrada son: 

 

Tabla 1. Coeficientes para la velocidad de entrada (Amigo,2018). 

n 𝑎𝑛 (m s⁄ )[× 10−2] 𝑏𝑛 (m s⁄ )[× 10−2] 
0 32.60 - 

1 -6.01 -10.29 

2 0.28 5.41 

3 0.59 -2.28 

4 -0.26 1.57 

5 0.77 -1.19 

6 -0.93 0.55 

7 0.87 -0.17 

8 -0.56 -0.28 

 

De igual forma, para las salidas, se tiene una expansión en series de Fourier truncada para el 

comportamiento de la presión:  

𝑃𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎(𝑡) =
𝑎𝑜

2
+ ∑ 𝑎𝑛

8

𝑛=1

cos 𝑛𝜔𝑡 + ∑ 𝑏𝑛

8

𝑛=1

sin 𝑛𝜔𝑡 (11) 

Donde los coeficientes 𝑎𝑛 y 𝑏𝑛  para la presión son: 

 

Tabla 2. Coeficientes para la presión (Amigo,2018). 

n 𝑎𝑛 (Pa) 𝑏𝑛 (Pa) 

0 12525 - 

1 1789 799 

2 858 235 

3 386 -20 

4 187 -181 

5 127 -193 

6 71 -162 

7 19 -143 

8 16 -101 

 

La frecuencia para estos ajustes es 𝜔 = 7.7 s−1, lo que implica un periodo  𝑇 = 0.816 s. 

 

La diferencia entre el caso impermanente y permanente, radica en que para el primero, se 

emplean las expresiones anteriores para agregar los efectos en el tiempo del flujo sanguíneo, 

mientras que para el caso permanente se considerando los valores máximos para la velocidad 

en la entrada y presión máxima en las salidas, quedando las condiciones de borde para el caso 

permanente: 
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𝑃𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎 = 13000 Pa (12) 

𝑉𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 = 0.6 m s⁄  (13) 

  

Respecto al régimen del flujo, Cebral et al. (2009) obtiene que el número de Reynolds se 

encuentra entre 380 a 530 para la arteria carótida interna, luego el régimen es laminar. 

 

3.2 CAD, Mallas e indicadores de calidad 

Los CAD empleados para resolver numéricamente el flujo en las arterias fueron facilitados 

por el profesor Álvaro Valencia, del Departamento de Ingeniería Mecánica de la Universidad 

de Chile quien ha guiado y publicado múltiples trabajos relaciones con el tema de flujo 

sanguíneo y modelación en ANSYS Fluent. 

Para la confección de las mallas para resolver el flujo, ANSYS cuenta con distintos métodos 

de confección, mallado automático, Hex Dominant, Cartesian y Layered Tetrahedrons. Se 

confeccionaron mallas para el CAD de ambas arterias con los métodos anteriormente 

mencionados y por medio del indicador de skewness se determinó que el mallado automático 

era el de mejor calidad. Una vez construidas las mallas con el método automático se 

realizaron refinamientos a estas. 

3.2.1 Malla para la arteria N°7 

Para la arteria N°7, por medio del método automático en ANSYS, se generó una malla con 

las siguientes características: 

Tabla 3. Características de la malla para el CAD de la arteria N°7 

Nodos 47710 

Elementos 245480 

Tamaño medio elementos 4×10-2 m 

 

Los indicadores de calidad de la malla empleados para evaluar el mallado son el skewness y 

orthogonal quality. 

Tabla 4. Indicadores de skewness para la mallado de la arteria N°7 

Skewness 

Máximo 0.9761 

Mínimo 6.99×10-4 

Promedio 0.2408 

Desviación estándar 0.1102 
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Figura 3. Skewness para el mallado de la arteria N°7. 

Acorde a la clasificación de la calidad entregada por ANSYS, la gran mayoría de los 

elementos del mallado se encuentra en el rango 0 a 0.5, concentrándose en tramo 0.13 a 0.38 

(lo que se traduce en el valor promedio obtenido para el skewness), con lo que se clasifica el 

mallado como “muy bueno” acorde al skewness. 

 

Figura 4. Calidad de la malla según el indicador skewness. 

 

Tabla 5. Indicadores de orthogonal quality para la mallado de la arteria N°7 

Orthogonal Quality 

Máximo 0.9900 

Mínimo 2.39×10-2 

Promedio 0.7584 

Desviación estándar 0.1089 

 

 
 

Figura 5. Orthogonal quality para el mallado de la arteria N°7. 

 

Figura 6. Calidad de la malla según el indicador de orthogonal quality. 
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Considerando la clasificación mostrada, gran parte de los elementos se concentran en el 

intervalo 0.5 a 0.99, especialmente en el 0.66 a 0.88 (con lo que se obtiene el promedio 

mostrado en la tabla anterior), acorde a la clasificación se tiene una malla “muy buena”. 

Con ambos indicadores mostrando que la calidad de la malla es buena, se concluye que el 

mallado para la arteria N°7 es el adecuado. 

 
Figura 7. Mallado con refinamientos para la arteria N°7. 

 

3.2.2 Malla para la arteria N°28 

Para la arteria N°28, por medio del método automático en ANSYS, se generó una malla con 

las siguientes características: 

Tabla 6. Características de la malla para el CAD de la arteria N°28 

Nodos 285281 

Elementos 192926 

Tamaño medio elementos 2×10-3 m 

 

Se emplearon los mismos indicadores de calidad que la malla anterior para evaluar el mallado 

resultante. 

Tabla 7. Indicadores de skewness para la mallado de la arteria N°29 

Skewness 

Máximo 0.99028 

Mínimo 1.27×10-3 

Promedio 0.24627 

Desviación estándar 0.11453 
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Figura 8. Skewness para el mallado de la arteria N°28. 

Para la malla de la arteria N°28 se tiene una situación similar a la arteria N°7. Con la 

clasificación mostrada en la Fig. 4, se observa que la mayoría de los elementos del mallado 

se encuentra en el rango 0 a 0.5, concentrándose en tramo 0.13 a 0.38 (lo que se traduce en 

el valor promedio obtenido para el skewness), con lo que se clasifica el mallado como “muy 

bueno”. 

Tabla 8. Indicadores de orthogonal quality para la mallado de la arteria N°7 

Orthogonal Quality 

Máximo 0.9919 

Mínimo 9.72×10-3 

Promedio 0.7528 

Desviación estándar 0.1132 

 

Figura 9. Orthogonal quality para el mallado de la arteria N°28. 

Con la clasificación mostrada en la Fig.6, gran parte de los elementos se concentran en el 

intervalo 0.5 a 0.99, especialmente en el 0.66 a 0.88 (con lo que se obtiene el promedio 

mostrado en la tabla anterior), acorde a la clasificación se tiene una malla “muy buena”. 

Figura 10. Mallado con refinamientos para la arteria N°7. 
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Con ambos indicadores mostrando que la calidad de la malla es buena, se concluye que el 

mallado para la arteria N°28 es el adecuado. 

Como el análisis de los indicadores de calidad de ambas mallas es positivo respecto a la 

calidad de estas, se procede a realizar la configuración en Fluent para los 4 casos a resolver 

numéricamente (estacionario y transiente para cada malla). 

3.3 Configuración y resolución en Fluent 

Con las mallas construidas y verificada su calidad, se configura la resolución de ambos 

problemas (permanente e impermanente) en cada arteria. 

Lo primero que se debe ingresar a Fluent es el modelo que se va a emplear, en este caso todos 

los problemas son laminares y solo se consideran las ecuaciones de momentum y continuidad 

para resolver el problema. Posteriormente se ingresan los parámetros del fluido para la 

reología tipo Carreau y su densidad. 

En el caso de las paredes, como el sólido se considera rígido, este no requiere parámetros o 

información al respecto, basta con la condición de velocidad nula en ellas. 

Lo siguiente corresponde a ingresar las condiciones de borde del problema en las entradas y 

salidas del fluido. Para el caso permanente se ingresan los valores constantes para la 

velocidad en la entrada (velocity inlet) y presión en las salidas (preassure outflow). 

Para los casos de transiente se ingresan las expresiones de velocidad media y presión 

expresadas como series de Fourier truncadas obtenidas por Amigo (2018) empleando la 

herramienta “Expression" de Fluent que permite ingresar las expansiones en función del 

tiempo para ser posteriormente vinculadas a las condiciones de borde. 

Es necesario seleccionar los métodos de solución y discretizaciones espaciales y de tiempo. 

Todos los casos se resuelven como un problema transiente, por ende, cada caso requiere 

definir una discretización de tiempo adecuada para el problema.  

Como la frecuencia de la oscilación cardiaca corresponde a 7.7 s−1, se tiene un periodo de 

0.816 s. Empleado el tamaño de los elementos de cada arteria se puede realizar una 

estimación de la discretización de tiempo necesaria. Con el número de Courant y la 

restricción que este sea menor a 1, la velocidad máxima y tamaño medio de los elementos, 

se estima una discretización temporal de 0.003 s para ambas arterias.  

El esquema de solución empleado es el esquema PISO, que considera una discretización 

espacial de segundo orden para la presión y un esquema Upwind también de segundo orden 

para la velocidad, la formulación impermanente también es de segundo orden y es de carácter 

implícita. Para facilitar el cálculo numérico también se realiza una inicialización hibrida para 

todos los casos. 

Se busca que tener errores residuales menores a 10−3. Para los primeros resultados se empleó 

un máximo de 20 iteraciones por paso de tiempo, sin embargo, esto llevo a tener errores 

residuales de continuidad superiores a 10−3, es por esto que el máximo de iteraciones por 
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paso de tiempo se aumentó a 100, con el fin de asegurar que los errores residuales sean 

menores a 10−3.Si bien 100 iteraciones parecen un valor elevado, en todos los casos se logró 

cumplir la condición de tener residuos antes de llegar a las 100 iteraciones por paso de 

tiempo. 

 

4. RESULTADOS  

4.1 Residuos y balances de masa 

Uno de los indicadores relevantes para verificar una buena resolución numérica en Fluent es 

el valor de los residuos de las ecuaciones del problema para los elementos, que en este caso 

tenían como objetivo ser menor a 10−3, lo que fue posible de obtener tanto para los casos 

permanentes e impermanentes. 

 

Figura 11. Residuos para la arteria N°7, caso impermanente. 

El otro indicador importante es el balance de masa neto que se obtiene de los flujos de masa 

en las entradas y salidas de cada arteria y verifica que se cumpla conservación de masa, por 

ende, es deseable que este valor sea lo más pequeño posible. Para los cuatro casos resueltos 

los valores del balance de la masa neto fueron del orden de 10−7 kg s⁄ , asegurando la calidad 

de la solución numérica en conjunto con los residuos. 

 

Figura 12.  Balance de Masa para la arteria N°28, caso impermanente. 
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4.2 Resultados para la arteria N°7 caso permanente 

Se presentan imágenes de los resultados del comportamiento de la presión, esfuerzo de corte 

y líneas de corriente para la arteria N°7 en régimen permanente, indicando algunas zonas de 

interés debido a valores extremos observados. 

4.2.1 Presiones en las paredes para arteria N°7, caso permanente 

 

Figura 13.  Presión en las paredes de la arteria N°7, caso permanente. 

 

Figura 14.  Presión en las paredes de la arteria N°7, caso permanente. 
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4.2.2 Esfuerzo de corte en la pared para arteria N°7, caso permanente 

 

Figura 15.  Esfuerzo de corte en la pared para la arteria N°7, caso permanente. 

 

Figura 16.  Detalle del esfuerzo de corte en la pared para la arteria N°7, caso permanente. 
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4.2.3 Líneas de corriente para arteria N°7, caso permanente 

 

Figura 17.  Líneas de corriente la arteria N°7, caso permanente. 

 

Figura 18.  Puntos de interés para las líneas de corriente la arteria N°7, caso permanente. 
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Figura 19.  Detalle del comportamiento de las líneas de corriente al interior del aneurisma para la 

arteria N°7, caso permanente. 

 

4.3 Resultados para la arteria N°28 caso permanente 

Se presentan imágenes de los resultados del comportamiento de la presión, esfuerzo de corte 

y líneas de corriente para la arteria N°28 en régimen permanente, indicando algunas zonas 

de interés. 

4.3.1 Presiones en las paredes para arteria N°28, caso permanente 

 

Figura 20.  Presión en las paredes de la arteria N°28, caso permanente. 
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Figura 21.  Presión en las paredes de la arteria N°28, caso permanente. 

 

4.3.2 Esfuerzo de corte en la pared para arteria N°28, caso permanente 

 

Figura 22.  Esfuerzo de corte en la pared para la arteria N°28, caso permanente. 
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Figura 23.  Detalle del esfuerzo de corte en la pared para la arteria N°28, caso permanente. 

 

4.3.3 Líneas de corriente para arteria N°28, caso permanente 

 

Figura 24.  Puntos de interés para las líneas de corriente la arteria N°28, caso permanente. 
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Figura 25.  Puntos de interés para las líneas de corriente la arteria N°28, caso permanente. 

 

Figura 26.  Detalle del comportamiento de las líneas de corriente al interior del aneurisma para la 

arteria N°28, caso permanente. 
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4.4 Resultados para la arteria N°7 caso impermanente 

Se presentan imágenes para distintos tiempos del comportamiento de la presión, esfuerzo de 

corte y líneas de corriente para la arteria N°7 en régimen impermanente. 

4.4.1 Presiones en las paredes para arteria N°7, caso impermanente 

 

Figura 27.  Presión en las paredes de la arteria N°7 para t=0.204 s. 

 

 

Figura 28.  Presión en las paredes de la arteria N°7 para t=0.612 s. 
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4.4.2 Esfuerzo de corte en la pared para arteria N°7, caso impermanente 

  

Figura 29.  Esfuerzo de corte en las paredes de la arteria N°7 para t=0.45 s. 

 

Figura 30.  Esfuerzo de corte en las paredes de la arteria N°7 para t=0.75 s. 
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4.4.3 Líneas de corriente para arteria N°7, caso impermanente 

 

Figura 31.  Líneas de corriente la arteria N°7 para t=0.237 s. 

 

 

Figura 32.  Líneas de corriente la arteria N°7 para t=0.687 s. 
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4.5 Resultados para la arteria N°28 caso impermanente 

Se presentan imágenes para distintos tiempos del comportamiento de la presión, esfuerzo de 

corte y líneas de corriente para la arteria N°28 en régimen impermanente. 

4.5.1 Presiones en las paredes para arteria N°28, caso impermanente 

 

Figura 33.  Presión en las paredes de la arteria N°28 para t=0.408 s. 

 

Figura 34.  Presión en las paredes de la arteria N°28 para t=0.795 s. 
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4.5.2 Esfuerzo de corte en la pared para arteria N°28, caso impermanente 

 

Figura 35.  Esfuerzo de corte en las paredes de la arteria N°28 para t=0.45 s. 

 

Figura 36.  Esfuerzo de corte en las paredes de la arteria N°28 para t=0.75 s. 
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4.5.3 Líneas de corriente para arteria N°28, caso impermanente 

 

Figura 37.  Líneas de corriente la arteria N°28 para t=0.387 s. 

 

Figura 38.  Líneas de corriente la arteria N°28 para t=0.567 s. 
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5. Discusión 

 

5.1 Arteria N°7 caso permanente 

Los resultados del comportamiento de la presión muestran que los valores de esta se 

encuentran en el rango esperable de 11000 a 16000 Pa (Amigo, 2018) para la arteria carótida 

interna. 

Es posible observar en las Figs. 13 y 14 un comportamiento similar al de una tubería donde 

se produce una reducción en el valor de la presión en la dirección de avance del flujo, esto es 

claro en el tramo antes de la bifurcación y el aneurisma. Cambios en la dirección y magnitud 

de la velocidad (por efecto de cambios bruscos en la dirección del flujo y también cambios 

de sección) se traducen en cambios notorios en la presión. Esto se resalta en la Fig. 14, 

indicando dos zonas donde se tienen los mínimos valores de presión observados (del orden 

de los 12000 Pa) debido a cambios en sección del flujo y su dirección ya que ambos 

corresponden a bifurcaciones. 

Como se mencionó anteriormente los máximos valores de presión se producen al inicio del 

flujo debido a la dirección de este (del orden de los 14300 Pa), pero existe otro punto de 

interés en el aneurisma donde se observa un aumento de la presión en la parte superior 

(Fig.14) de este.  

Si bien en gran parte de la arteria y en el aneurisma se tienen valores para el esfuerzo de corte 

en la pared entre 0.1 y 6 Pa, existen zonas donde se alcanzan valores muy superiores los 

cuales indican zonas de alto riesgo, ya que tanto valores muy pequeños del esfuerzo de corte 

como muy altos tienen efectos negativos (el primero facilita la deposición, el segundo daña 

el tejido). En la Fig.16 se marcan secciones donde se observan valores elevados del esfuerzo 

de corte, estos están ligados a la ubicación del aneurisma y la bifurcación del flujo en esa 

región, por lo que esas zonas son de alto riesgo debido al desgaste que están sufriendo las 

paredes debido a los altos valores del esfuerzo de corte. 

Los resultados para la velocidad muestran que esta va desde valores nulos (paredes) hasta 1.8 

m/s, lo que se encuentra dentro de los rangos observados para la arteria (Caro et. al, 1974). 

Las zonas de máxima velocidad se observan en las bifurcaciones y estrechamientos antes y 

después del aneurisma, como se muestra en las Figs 17, 18 y 19. Estas se relacionan con los 

puntos de baja presión presentados en la parte anterior respecto a la presión en las paredes. 

El aneurisma presenta un vórtice en su interior (Fig.19) con velocidades del orden de 0.8 m/s, 

el cual recibe parte del flujo que proviene de la arteria principal el que circula al interior del 

aneurisma para ser luego expulsado a los conductos laterales, esto se traduce en zonas de 

flujo un poco más caótico en las bifurcaciones laterales y con curvatura, lo que se relaciona 

con las zonas donde se aprecian valores elevados del esfuerzo de corte en las paredes. 
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5.2 Arteria N°28 caso permanente 

Los valores para la presión mostrados en las Figs. 20 y 21, indican que la presión se encuentra 

en el rango esperable para la arteria (entre 11000 y 16000 Pa), observándose la misma 

situación que en la arteria N°7 donde hay una reducción de la presión a lo largo del flujo a 

grandes rasgos, como ocurre en las tuberías. 

De igual forma que en el caso de la arteria N°7, cambios en la dirección y magnitud de la 

velocidad por efecto de cambios bruscos en la dirección del flujo y también cambios de 

sección, se traducen en cambios notorios en la presión. Esto se observa en las Figs. 20 y 21, 

indicando zonas donde se tienen los máximos y mínimos valores de presión observados (del 

orden de los 13600 Pa y 12000 Pa, respectivamente) debido a cambios en sección del flujo y 

su dirección ya que ambos corresponden a bifurcaciones.  

En el caso del aneurisma para la arteria N°28, la presión no presenta fluctuaciones grandes 

sobre este, en particular no existe un punto donde sea notorio el aumento de la presión. Esto 

se debe, posiblemente, a la forma del aneurisma y geometría de las arterias. 

Al igual que el caso anterior gran parte de la arteria y en el aneurisma se tienen valores para 

el esfuerzo de corte en la pared entre 0.1 y 6 Pa, sin embargo, existen zonas donde se alcanzan 

valores muy superiores y corresponden a zonas de riesgo, En la Fig.23 se indican dos zonas 

donde se tienen valores altos para el esfuerzo de corte, en particular la que se encuentra al 

interior del aneurisma presenta un valor superior a los 20 Pa lo que es de alto riesgo debido 

a la diferencia con los valores en el resto de la arteria, además de ser un valor muy superior 

a lo que se tiene normalmente en las arterias.  

Los resultados para la velocidad y líneas de corriente muestran que esta va desde valores 

nulos (paredes) hasta 1.2 m/s, lo que se encuentra dentro de los rangos observados para la 

arteria (Caro et. al, 1974). 

Las zonas de máxima velocidad se observan en las bifurcaciones y en el cambio brusco de la 

arteria principal antes de llegar a la bifurcación y el aneurisma, como se muestra en las Figs. 

24 y 25. Estos cambios en la velocidad se relacionan directamente con los puntos 

identificados para los valores extremos de presión. 

El aneurisma presenta vórtices en su interior (Fig.26), con una velocidad menor a la 

observada en la arteria N°7, ya que las velocidades son menores a 0.5 m/s. A diferencia de 

la arteria N°7, que se observa un vórtice bien definido al interior del aneurisma, en el caso 

de la arteria N°28 se observa más de uno.  

5.3 Arteria N°7 caso impermanente 

Los valores de la presión para la arteria en la oscilación van desde los 10000 a los 16000 Pa, 

valores que se encuentran en el rango de la presión observada en una arteria. 

Los resultados de la solución numérica para el caso impermanente permiten identificar ciertas 

regiones de la arteria y aneurisma donde se presentan los mayores valores de presión en la 
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oscilación cardiaca. Es esperable que la arteria principal tenga valores elevados cuando se 

produce el máximo de presión en el sistema dado por la condición de borde. 

Los valores del esfuerzo de corte en la pared de la arteria durante la oscilación van desde los 

0 a los 60 Pa, donde se corrobora la situación observada en el caso estacionario, existen zonas 

de la pared en la bifurcación de la arteria y el aneurisma que están sometidas valores grandes 

para el esfuerzo de corte los que pueden resultar ser nocivos debido a que alcanzan 

magnitudes superiores a los 40 Pa para tiempos posteriores al máximo de velocidad en la 

entrada de la arteria. Se observa también un aumento del esfuerzo de corte en la protuberancia 

superior del aneurisma, misma zona donde se observan valores altos de la presión hacia el 

final de la oscilación. En el resto de la arteria los valores del esfuerzo de corte en la pared se 

mantienen bajo los 6 Pa. 

Las velocidades observadas están el rango de 0 a 1.4 m/s, lo que es lo esperable para la arteria, 

considerando los estrechamientos, cambios de dirección y sección. 

Los resultados mostrados en las Figs. 31 y 32 muestran un aumento de la magnitud de la 

velocidad en toda la arteria acorde al aumento que se produce en la velocidad de entrada. 

Como en el caso estacionario se empleó la velocidad máxima de velocidad en la oscilación 

cardiaca, se observan los mismos resultados para el tiempo que se produce este máximo, 

observándose los máximos de velocidad en los mismos puntos (estrechamiento antes del 

aneurisma, bifurcaciones después del aneurisma). El aumento de la velocidad en la entrada 

también provoca un aumento de la velocidad que se tienen en el vórtice al interior del 

aneurisma, similar al valor determinado en el régimen permanente, el que mantiene su 

estructura a pesar de las fluctuaciones de velocidad durante un ciclo cardiaco. 

5.4 Arteria N°28 caso impermanente 

Los valores de la presión para la arteria durante la oscilación van desde los 10000 a los 16000 

Pa, valores que se encuentran en el rango de la presión observada en una arteria (Amigo, 

2018). 

Los resultados de la solución numérica para el caso impermanente muestran las mismas zonas 

donde se tienen los valores máximos y mínimos observados para el caso permanente, se 

mantienen para el caso impermanente, solo que estos máximos y mínimos son relativos al 

resto de la arteria para el caso transiente, es decir al variar la presión en el sistema debido a 

la oscilación estos siguen un comportamiento similar. 

De igual forma se observa que los valores máximos se tienen después de que se produce el 

máximo de presión en la oscilación cardiaca. Los puntos donde se observan los máximos y 

mínimos siguen siendo puntos donde se producen cambios de bruscos en la dirección del 

flujo como las bifurcaciones o curvas en la arteria principal, al igual que cambios en la 

magnitud de la velocidad causada por ejemplo por los estrechamientos, resultado que ya se 

había observado en el caso estacionario. 

Se observan valores bajos para el esfuerzo de corte en las paredes en gran parte de la arteria 

del orden de los 0.1 a 6 Pa, mismo resultado que se tiene para el análisis estacionario.  
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Sin embargo, existen zonas que presentan valores muy elevados para los esfuerzos de corte, 

que ya se habían identificado en la resolución permanente, estas son notorias una vez que se 

produce el máximo de velocidad en la oscilación. El caso impermanente permite determinar 

que los valores máximos del esfuerzo de corte se alcanzan cuando se tiene la máxima 

velocidad de entrada durante la oscilación.  

Las velocidades resultantes se encuentran en el rango de 0 a 1 m/s, lo que es lo esperable 

para la arteria, considerando los estrechamientos, cambios de dirección y sección. 

Al igual que en el caso de la arteria N°7, se tiene un aumento de la magnitud de la velocidad 

en toda la arteria acorde al aumento que se produce en la velocidad de entrada.  

Se observa que los valores máximos de velocidad se producen en los mismos lugares que se 

identificaron en el caso estacionario. Algo que no es posible observar en el régimen 

permanente es cómo evolucionan los vórtices al interior del aneurisma debido a que la 

oscilación de la velocidad de entrada debido al cambio en el tiempo. Por estas mismas 

variaciones, las velocidades al interior del aneurisma también cambian, teniéndose valores 

muy bajos cuando la velocidad de entrada es pequeña, antes del máximo en la velocidad de 

entrada las velocidades al interior del aneurisma son inferiores a los 0.2 m/s, al igual que no 

se observa con detalle más de un vórtice como ocurre en el caso estacionario debido a la baja 

velocidad. Una vez que aumenta la velocidad de entrada se recupera el resultado de la 

solución estacionaria para el máximo de velocidad.  

 

6. CONCLUSIONES 

Los resultados de las simulaciones numéricas obtenidos muestran valores de velocidad, 

presión y esfuerzo de corte esperables para las arterias analizadas. Resolver el caso 

estacionario con valores adecuados, como por ejemplo la velocidad máxima de entrada y una 

presión adecuada para la arteria permitió identificar las zonas donde se tienen valores 

máximos y mínimos para la velocidad, presión y esfuerzo de corte, además del 

comportamiento de los vórtices en el aneurisma considerando solo el régimen permanente. 

Por lo anterior, es valioso abordar este tipo de problemas primeramente como un problema 

permanente con valores adecuados para tener una primera aproximación de lo que ocurre en 

la arteria y aneurisma. La resolución impermanente permite expandir sobre lo que ya se 

conoce de la solución permanente.  

La ventaja de una solución permanente preliminar es que permite enforcarse en las 

variaciones espaciales que ocurren en el problema, ya que analizar simultáneamente 

variaciones espaciales y temporales es más complejo y puede llevar a que se pasen por alto 

detalles importantes del comportamiento de la solución.  

Se observa que al agregar las pulsaciones (solución impermanente), además de reiterar los 

puntos críticos identificados, muestra un desfase en términos de la respuesta a la pulsación 

de presión y velocidad, por lo que los valores máximos de presión, esfuerzo de corte y 
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velocidad para toda la arteria no se alcanzan al mismo tiempo que se produce el máximo de 

presión y velocidad en los bordes. La solución impermanente permite, además, identificar 

variaciones en los vórtices al interior de los aneurismas. 

Si bien las soluciones muestran resultados dentro de los rangos esperados, existe una serie de 

simplificaciones que se hicieron que puedan limitar la validez al análisis. Entre estas 

simplificaciones están considerar la arteria formada por una pared rígida, usar una 

distribución uniforme de velocidad e igual a la máxima como condición de borde en la 

entrada. Ambas simplificaciones, sin embargo, pueden ser subsanadas en otros estudios, 

incorporando el comportamiento elástico de la arteria y extendiendo hacia aguas arriba la 

arteria, de tal manera de tener una longitud de entrada que permita lograr un flujo plenamente 

desarrollado, o considerar en la entrada la distribución radial de velocidad de Womersley 

(1955). 
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RESUMEN 

Como una forma de conmemorar los 200 años desde que Claude-Louis Navier presentó en 

la Academia Real de Ciencias de París sus ecuaciones que describen el movimiento de los 

fluidos, los autores de este artículo, mediante el método de las perturbaciones, resuelven 

analíticamente las ecuaciones de Navier-Stokes para determinar las velocidades 

transversales y la altura del flujo laminar de un escurrimiento con superficie libre, cuyo 

fondo varía en el tiempo con una forma ondulada, desde una condición de lecho plano hasta 

alcanzar asintóticamente una amplitud máxima. Los resultados indican que la velocidad 

normal al fondo está en fase con la deformación del fondo, mientras que la velocidad 

transversal está desfasada en 𝜋 2⁄ . La amplitud de la deformación de la superficie libre es 

menor que la del fondo y está en fase con este. 

Palabras claves: Navier-Stokes, solución analítica, método de perturbaciones, flujo 

laminar. 

 

1. INTRODUCCIÓN Y OBJETIVO 

Es posible encontrar soluciones analíticas de las ecuaciones de Navier-Stokes para algunas 

condiciones particulares de flujo desde los trabajos seminales de Navier y Stokes. Es así 

como en su artículo leído en 1822 y publicado en 1823, Navier determina la distribución de 

velocidades del flujo permanente con superficie libre en un canal rectangular (Navier, 

1823). Stokes, en su estudio relativo al movimiento de péndulos, resuelve “el 

extremadamente simple caso de un plano oscilatorio” (Stokes, 1851, p. 20). En una nota del 

mismo estudio, Stokes soluciona el caso del movimiento súbito de una placa inicialmente 

en reposo (Stokes, 1851, Note B, p. 100). El problema del flujo laminar sobre un fondo 

ondulado ha sido abordado, por ejemplo, por Benjamin (1959), Wang (1981). El caso en el 

mailto:rodrigojgonzalezh@hotmail.com
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que el fondo ondulado permanece fijo, pero es el flujo el que oscila ha sido tratado por 

Lyne (1971), Kaneko y Honji (1979) y Vittori (1989), entre otros. En estos artículos, la 

ondulación del lecho es perpendicular a la dirección del flujo principal (Fig. 1).  

 

 

 

 

El objetivo del presente artículo es determinar las características de un flujo con superficie 

libre cuando el fondo se deforma armónicamente de manera asintótica en el tiempo desde 

una condición inicial plana hasta una amplitud máxima. El flujo principal se considera 

uniforme, con la componente principal de la velocidad en la dirección de la ondulación, 

como se muestra en la Fig. 2. Se determinan las componentes de la velocidad en el plano 

normal al flujo principal y la deformación de la superficie libre. 

 

 

   

Figura 2. Configuración estudiada en este trabajo. Determinación del campo de velocidades 

ante una deformación vertical del lecho. El flujo principal es perpendicular a la hoja. 

 

 

Figura 1. Configuraciones estudiadas: a) Flujo inducido por el movimiento impulsivo de una 

placa plana (Stokes, 1851), b) Flujo inducido por el movimiento oscilatorio de una placa plana 

(Stokes, 1851), c) Flujo sobre un fondo ondulado fijo (Benjamin, 1959; Wang, 1981); d) Flujo 

inducido por el movimiento de un fondo ondulado (Benjamin, 1959); e) Flujo oscilatorio sobre 

un fondo ondulado (Lyne, 1971; Kaneko y Honji, 1979); Vittori, 1989). 
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2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

 

2.1 Ecuaciones que rigen el flujo 

 

El problema por estudiar consiste en determinar las componentes transversales de velocidad 

del flujo laminar con superficie libre cuando éste de desarrolla sobre un fondo inclinado un 

ángulo 𝜃 respecto a la horizontal. El fondo tiene una ondulación de pequeña amplitud en la 

dirección transversal al flujo y se deforma en el tiempo. Si 𝑎 es la amplitud de la 

ondulación y ℎ la profundidad del flujo, esta condición se describe como 𝑎 ℎ⁄ ≪ 1. La 

longitud de la ondulación es , y también se cumple que 𝑎 ≪ . Un esquema del problema 

se presenta en la Fig. 3. El flujo se extiende indefinidamente en las direcciones 𝑥 e 𝑦. Las 

ecuaciones que rigen el flujo corresponden a las de continuidad y de Navier-Stokes: 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 (1) 

 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) + 𝜌𝑔 sin 𝜃 (2) 

 

𝜌 (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
) (3) 

 

𝜌 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜇 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
) − 𝜌𝑔 cos 𝜃 (4) 

 

En las ecuaciones anteriores (𝑢, 𝑣, 𝑤) son las componentes de la velocidad según (𝑥, 𝑦, 𝑧), 

𝑡 es el tiempo, 𝑝 es la presión, 𝑔 es la aceleración de gravedad y 𝜌 la densidad del fluido. El 

origen del eje 𝑧 se ubica en el plano medio que define el fondo y es perpendicular a este 

𝑥 

𝑦 
𝑧 

𝜃 

�⃗� 

Figura 3. Esquema del problema estudiado 



Revista SOCHID (2022) Vol. 37, No. 2                       

 

90 
 

plano. El eje 𝑥 se orienta en la dirección del flujo principal y forma un ángulo 𝜃 con la 

horizontal.  

2.2 Condiciones de borde 

Las condiciones de borde que deben aplicarse son cinemáticas en el fondo y en la superficie 

libre, además de una condición de borde dinámica en la superficie libre, las que se indican a 

continuación. 

En el fondo se tienen las condiciones de no deslizamiento para las componentes 𝑢 y 𝑣: 

𝑧 = 0 , ∀(𝑥, 𝑦, 𝑡) : 𝑢 = 𝑣 = 0 (5) 

 

Denominado  la cota del fondo en las coordenadas (𝑥, 𝑦) para el tiempo 𝑡, la componente 

𝑤 de la velocidad se relaciona con la deformación del lecho: 

 ∀(𝑥, 𝑦, 𝑡) : 𝑤 =
𝑑

𝑑𝑡
 (6) 

 

Si ℎ es la altura de escurrimiento en las coordenadas (𝑥, 𝑦) para el tiempo 𝑡, medida desde 

el fondo en la dirección de 𝑧, en ausencia de viento la condición dinámica en la superficie 

libre es 

𝑧 = ℎ , ∀(𝑥, 𝑦, 𝑡) : 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0 (7) 

 

La condición de borde cinemática permite determinar la deformación de la superficie libre:  

𝑧 = ℎ , ∀(𝑥, 𝑦, 𝑡) : 𝑤 =
𝑑ℎ

𝑑𝑡
 (8) 

 

De este modo, el sistema de Ecs. 1-4 y las condiciones de borde 5-8, permiten resolver el 

problema planteado.  

 

3. SOLUCIÓN 

 

3.1 Campo de velocidades transversales 

El problema se resolverá por el método de las perturbaciones en torno a un flujo base 

(Nayfeh, 2004; Shivamoggi, 2003). La condición sin perturbar (flujo base) se denota con el 

subíndice 0 y las perturbaciones con el subíndice 1. El flujo base está definido por las 

velocidades (𝑢0, 0, 0), de tal manera que las velocidades están dadas por  

(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (𝑢0 + 𝜀𝑢1, 𝜀𝑣1, 𝜀𝑤1) (9) 
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donde 𝜀 = 𝑎 ℎ0⁄ ≪ 1 y el resto de las componentes de la velocidad (debidamente 

escaladas) son de orden 1. Del mismo modo, la altura del escurrimiento ℎ está dada por 

ℎ = ℎ0 + 𝛿ℎ1 (10) 

 

siendo 𝛿 ≪ 1 un parámetro a determinar. La posición  del lecho está dada por 

 = 
𝑅

− 𝑥 sin 𝜃 + 𝑎𝑓𝑒𝑖𝑘𝑦 (11) 

 

donde 
𝑅

 es un nivel arbitrario de referencia, 𝑎 es la amplitud de la perturbación, 𝑓 es una 

función del tiempo que describe la deformación del lecho,  𝑘 = 2𝜋 ⁄  es el número de onda 

de la deformación lateral del lecho e 𝑖 = √−1. Para simplificar el álgebra se utiliza la fórmula 

de Euler, entendiendo que debe tomarse la parte real de los resultados. 

Reemplazando las velocidades dadas por la Ec, 9 en el sistema de ecuaciones (1) a (4), se 

obtiene la solución para el flujo base:  

(𝑢0, 𝑣0, 𝑤0) = (
𝜌𝑔 sin 𝜃

𝜇
ℎ0

2 (
𝑧

ℎ0
−

1

2

𝑧2

ℎ0
2) , 0, 0) (12) 

 

𝑝 = 𝜌𝑔 cos 𝜃 (ℎ0 − 𝑧) (13) 

 

Las ecuaciones de continuidad y momentum para las perturbaciones son: 

 
𝜕𝑣1

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤1

𝜕𝑧
= 0 (14) 

 

𝜕𝑢1

𝜕𝑡
+ 𝑤1

𝜕𝑢0

𝜕𝑧
=

𝜇

𝜌
(

𝜕2𝑢1

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢1

𝜕𝑧2 ) (15) 

 

𝜕𝑣1

𝜕𝑡
=

𝜇

𝜌
(

𝜕2𝑣1

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑣1

𝜕𝑧2 ) (16) 

 

𝜕𝑤1

𝜕𝑡
=

𝜇

𝜌
(

𝜕2𝑤1

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤1

𝜕𝑧2 ) (17) 

 

Las perturbaciones de la velocidad 𝑣1 y 𝑤1 satisfacen la ecuación de continuidad en el plano 

(𝑦, 𝑧), por lo que es factible buscar la solución en términos de una función de corriente 
1
 : 

 

 𝑣1 =
𝜕

1

𝜕𝑧
, 𝑤1 = −

𝜕
1

𝜕𝑦
 (18) 
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Expresando la Ec. 16 o 17 en términos de la función de corriente se obtiene la solución para 


1
 . Usando la ecuación de momentum según 𝑦: 

 

𝜕

𝜕𝑡
(

𝜕𝜓1

𝜕𝑧
) =

𝜇

𝜌
(

𝜕2

𝜕𝑦2
(

𝜕𝜓1

𝜕𝑧
) +

𝜕2

𝜕𝑧2
(

𝜕𝜓1

𝜕𝑧
))  (19) 

Se propone una solución de la forma 

 

𝜓1 = 𝑓 𝑒𝑖𝑘𝑦  (20) 

 

donde  𝑓 y   son funciones de 𝑡 y 𝑧, respectivamente, las que deben determinarse. 

Reemplazando la Ec. 20 en Ec. 19, se obtiene la siguiente ecuación diferencial ordinaria 

para 𝑓: 

 

𝜌

𝜇
𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑡

𝜕𝛷

𝜕𝑧
= (−𝑓𝑘2𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜕𝛷

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜕3𝛷

𝜕𝑧3
) 

 

(21) 

La ecuación anterior es de variables separables. Reordenando términos: 

 

𝜌

𝜇

1

𝑓

𝜕𝑓

𝜕𝑡
=

−𝑘2 𝜕𝛷
𝜕𝑧

+
𝜕3𝛷
𝜕𝑧3

𝜕𝛷
𝜕𝑧

= 𝜁 

 

(22) 

 

De donde se obtiene fácilmente que la variación temporal de la función de corriente está 

dada por 

𝑓 = 𝐾1𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
 

 
(23) 

La variación de 𝜓 según 𝑧 está definida a partir de la siguiente ecuación diferencial 

𝜕3𝛷

𝜕𝑧3
− (𝜁 + 𝑘2)

𝜕Φ

𝜕𝑧
= 0 

 

(24) 

 

El término 𝜁 de las ecuaciones anteriores no es conocido y será determinado en el 

transcurso de la solución.  Llamando 𝜔 = √𝜁 + 𝑘2 , la solución de la ecuación diferencial 

anterior es 

𝛷 = 𝐴 sinh(𝜔𝑧) + 𝐵 cosh(𝜔𝑧) + 𝐶 
 

(25) 

𝐴, 𝐵 y 𝐶 son constantes de integración.  De este modo, la función de corriente queda: 
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𝜓1 = 𝐾1𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
[𝐴 sinh(𝜔𝑧) + 𝐵 cosh(𝜔𝑧) + 𝐶]𝑒𝑖𝑘𝑦 

 
(26) 

Las cuatro constantes de integración que existen en la Ec. 26 se reducen a tres al definir 

�̅� = 𝐾1𝐴, �̅� = 𝐾1𝐵  y  𝐶̅ = 𝐾1𝐶, quedando: 

𝜓1 = 𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
[�̅� sinh(𝜔𝑧) + �̅� cosh(𝜔𝑧) + 𝐶̅]𝑒𝑖𝑘𝑦 

 
(27) 

Conocida la función de corriente, se obtiene las componentes 𝑣1 y 𝑤1 de la velocidad:  

𝑣1 = 𝜔𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
[�̅� cosh(𝜔𝑧) + �̅� sinh(𝜔𝑧)]𝑒𝑖𝑘𝑦 

 
(28) 

𝑤1 = −𝑖𝑘𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
[�̅� sinh(𝜔𝑧) + �̅� cosh(𝜔𝑧) + 𝐶̅]𝑒𝑖𝑘𝑦 

 
(29) 

Las constantes se determinan de las condiciones de borde, las que corresponden a dos 

condiciones cinemáticas en el fondo y una condición dinámica en la superficie libre. Para 

𝑣1 se impone la condición de no deslizamiento en el fondo. Como la deformación del lecho 

se ha supuesto pequeña, la condición 𝑣1 = 0 puede aplicarse entonces en 𝑧 = 0, con lo que 

la Ec. 28 arroja: 

�̅� = 0 (30) 

 

Quedando  

𝑣1 = 𝜔𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
�̅� sinh(𝜔𝑧) 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 
(31) 

𝑤1 = −𝑖𝑘𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
[�̅� cosh(𝜔𝑧) + 𝐶̅]𝑒𝑖𝑘𝑦 

 
(32) 

Considerando que la amplitud de la deformación de la superficie libre es mucho menor que 

su longitud de onda (𝑎 ≪ ), el radio de curvatura de la superficie es muy grande, por lo 

que el efecto de la tensión superficial puede despreciarse y la condición dinámica puede 

aplicarse en 𝑧 = ℎ0 . Como se indicó en la sección 2.2, en ausencia de viento, se tiene que 

en 𝑧 = ℎ0 el esfuerzo de corte es nulo. Reemplazando la Ec. 9 en la expresión para el 

esfuerzo de corte 𝜏𝑦𝑧 = 𝜇(𝜕𝑣 𝜕𝑧⁄ + 𝜕𝑤 𝜕𝑦⁄ ), puede escribirse 𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑦𝑧0 + 𝜀𝜏𝑦𝑧1. 

Utilizando las Ecs. 31 y 32, el esfuerzo de corte asociado a la perturbación es: 

𝜏𝑦𝑧1 = 𝜇𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
[(𝜔2 + 𝑘2)�̅� cosh(𝜔𝑧) + 𝑘2𝐶̅]𝑒𝑖𝑘𝑦 

 
(33) 

Imponiendo que en 𝑧 = ℎ0 se tiene 𝜏𝑦𝑧1 = 0, resulta 

�̅� =
−𝑘2𝐶̅

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ0)
 

 

(34) 
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De este modo, la función de corriente y las componentes de la velocidad asociadas a la 

perturbación quedan: 

𝜓1 = 𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
𝐶̅ [

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜛ℎ) − 𝑘2 cosh(𝜔𝑧)

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ)
] 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(35) 

𝑣1 = −𝜔𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
𝐶̅ [

𝑘2

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ)
sinh(𝜔𝑧)] 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(36) 

𝑤1 = −𝑖𝑘𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
𝐶̅ [

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜛ℎ) − 𝑘2 cosh(𝜔𝑧)

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ)
] 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(37) 

La segunda condición dinámica en el fondo, junto a la forma en que este se deforma en el 

tiempo permiten obtener las constantes 𝜁 y 𝐶̅. En 𝑧 = 0 se debe cumplir  

𝑤1|𝑧=0 =
𝜕

1

𝜕𝑡
 

 

(38) 

La Ec. 11 puede escribirse como 

 = 
0

+ 𝜀
1
 (39) 

 

con 
0

= 
𝑅

− 𝑥 sin 𝜃  y 
1
 dado por 

 


1

= ℎ0𝑓𝑒𝑖𝑘𝑦 (40) 

 

Dada la estructura impuesta para la variación en el tiempo de la función de corriente 

(𝜓1 ~ 𝑒
𝜇

𝜌
𝜁𝑡

) la variación en el tiempo de la deformación del lecho no puede ser arbitraria. 

En particular, algunas de las formas que puede tomar la función 𝑓 en la Ec. 40 son una 

dependencia exponencial del tiempo, o una constante más una dependencia exponencial. 

Para este artículo se elige la función 

 

𝑓 = 1 − 𝑒𝛽𝑡 , 𝛽 < 0 (41) 

 

La función anterior caracteriza a una deformación del lecho que crece desde cero hasta 

alcanzar una amplitud máxima de equilibrio igual a 𝑎. Se tiene entonces que  

𝜕
1

𝜕𝑡
= −ℎ0𝛽𝑒𝛽𝑡𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(42) 

con lo cual la segunda condición cinemática en el fondo queda 
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𝑖𝑘𝑒
𝜇
𝜌

𝜁𝑡
𝐶̅ [

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ) − 𝑘2

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ)
] = ℎ0𝛽𝑒𝛽𝑡 (43) 

 

Para que en la Ec. 43 el lado derecho sea idéntico al lado izquierdo para todo tiempo, debe 

cumplirse: 

𝜁 = 𝛽
𝜌

𝜇
 

 
(44) 

𝐶̅ = −𝑖
ℎ0𝛽

𝑘
[

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ0)

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ0) − 𝑘2
] 

 

(45) 

 

Luego, la función de corriente 𝜓1 asociada a 𝑣1 y 𝑤1 es 

 

𝜓1 = −𝑖
ℎ0𝛽

𝑘
𝑒𝛽𝑡 [

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔𝑧)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2
] 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(46) 

Por construcción, la función de corriente está compuesta por una función base más una 

perturbación, al igual que las velocidades, el esfuerzo de corte y la deformación del lecho. 

De este modo, se puede escribir 

 

𝜓 = 𝜓0 + 𝜀𝜓1 
 

(47) 

Como las velocidades base son nulas, resulta que la función de corriente es solo el resultado 

de las perturbaciones: 

 

𝜓 =
𝑎

ℎ0
𝜓1 

 

(48) 

Lo mismo ocurre para las velocidades, como se explicita en la Ec.9. Por lo tanto, la función 

de corriente y las velocidades transversales al flujo principal están dadas por la parte real de 

las siguientes expresiones: 

 

𝜓 = −𝑖
𝑎𝛽

𝑘
𝑒𝛽𝑡 [

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ) − 𝑘2 cosh(𝜔𝑧)

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ) − 𝑘2
] 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(49) 

𝑣 = 𝑖𝑎𝛽𝑒𝛽𝑡 [
𝑘𝜔

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2
𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔𝑧)] 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(50) 

𝑤 = −𝑎𝛽𝑒𝛽𝑡 [
(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔𝑧)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2
] 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(51) 
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3.2 Deformación de la superficie libre 

 

Para determinar la deformación de la superficie libre se emplea la condición cinemática en 

𝑧 = ℎ: 

𝑤|𝑧=ℎ =
𝜕ℎ

𝜕𝑡
 

 

(52) 

Es decir, usando la Ec. 51: 

𝜕ℎ

𝜕𝑡
= −𝑎𝛽𝑒𝛽𝑡 [

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔𝑧)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2
] 𝑒𝑖𝑘𝑦 

 

(53) 

Por ser las deformaciones pequeñas, es lícito considerar ℎ = ℎ0 en el lado derecho de la 

ecuación anterior al realizar la integración, resultando: 

∫ 𝑑ℎ
ℎ

ℎ0

= −𝑎𝛽 [
𝜔2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2
] 𝑒𝑖𝑘𝑦 ∫ 𝑒𝛽𝑡

𝑡

0

𝑑𝑡 

 

(54) 

Resultando: 

ℎ = ℎ0 + 𝑎 [
𝜔2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0) − 𝑘2
] (1 − 𝑒𝛽𝑡)𝑒𝑖𝑘𝑦 (55) 

 

Identificando los términos de las Ecs. 10 y 55 y usando la expresión de 
1
 dada por la Ec. 

40, se tiene que  

𝛿 = 𝜀 [
𝜔2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0) − 𝑘2
] (56) 

 

Es fácil ver que  

0 < [
𝜔2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0) − 𝑘2
] < 1 (57) 

 

 

de donde resulta que la deformación de la superficie libre es siempre menor que la del 

fondo. Además, las Ecs. 40 y 55 indican que ambas deformaciones están siempre en fase. 

 

3.3 Visualización de los resultados 

Con el objeto de visualizar los resultados obtenidos en la sección anterior, se presenta a 

continuación, para valores arbitrarios de los parámetros y variables involucradas, las líneas 

de corriente, velocidades, y deformación de la superficie libre, las que están dadas por la 
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parte real de las Ecs. 49, 50, 51 y 55 y que se presentan a continuación. Tener en cuenta que 

𝛽 < 0. 

𝜓 =
𝑎𝛽

𝑘
𝑒𝛽𝑡 [

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ) − 𝑘2 cosh(𝜔𝑧)

(𝜔2 + 𝑘2) cosh(𝜔ℎ) − 𝑘2
] sin(𝑘𝑦) 

 

(58) 

𝑣 = −𝑎𝛽𝑒𝛽𝑡 [
𝑘𝜔

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2
𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔𝑧)] sin(𝑘𝑦) 

 

(59) 

𝑤 = −𝑎𝛽𝑒𝛽𝑡 [
(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔𝑧)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ) − 𝑘2
] cos(𝑘𝑦) 

 

(60) 

ℎ = ℎ0 + 𝑎 [
𝜔2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0)

(𝜔2 + 𝑘2) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔ℎ0) − 𝑘2
] (1 − 𝑒𝛽𝑡) cos(𝑘𝑦) (61) 

  

Para un valor del tiempo 𝑡 > 0, arbitrario, se presentan las líneas de corriente y las 

componentes 𝑣 y 𝑤 se presentan en las Figs. 4, 5 y 6, respectivamente, para un tramo en la 

dirección 𝑦 igual a una longitud de onda  de la deformación del fondo. En la Fig. 7 se 

presenta la deformación del tiempo y de la superficie libre para distintos instantes de 

tiempo. Detalles se presentan en la descripción de las figuras.  
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Figura 5. Perfil de velocidades de 𝑣, para distintas posiciones de 𝑦, para un tiempo 𝑡. Para 

𝑦 = 0, 2⁄  y   la velocidad 𝑣 es nula desde el fondo hasta la superficie libre. Los valores  

𝑦 = 0 e 𝑦 =  corresponden a los máximos de la ondulación del lecho, respectivamente, e 

𝑦 =  2⁄  al más bajo. Para 𝑡 → ∞, la velocidad es nula en todo el dominio del flujo. 

Figura 6. Perfil de velocidades de 𝑤, para distintas posiciones de 𝑧, para un tiempo 𝑡. Esta 

componente de velocidad se encuentra en fase con la deformación del lecho. La amplitud de la 

velocidad disminuye a medida que se acerca a la superficie libre. Para 𝑡 → ∞ , cuando la 

deformación del lecho ha alcanzado su amplitud de equilibrio, la velocidad es nula en todo el 

dominio de flujo. 
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4. CONCLUSIÓN 

Siguiendo la línea trazada por Navier (1823) y Stokes (1851) quienes aplicaron las 

ecuaciones por ellos deducidas para determinar analíticamente las soluciones de distintos 

tipos de flujos, en este artículo se estudió un caso particular del escurrimiento con 

superficie libre, determinando el campo de velocidades transversales al flujo principal y la 

deformación de la superficie debido a una deformación continua, armónica, del lecho. La 

condición de una deformación pequeña respecto a la altura del escurrimiento permite 

resolver analíticamente el sistema de ecuaciones diferenciales que describen al flujo 

mediante el método de perturbaciones. Aunque no se presenta en este trabajo, la velocidad 

en la dirección principal del flujo puede determinarse analíticamente sin mayores 

dificultades a partir de la Ec. 15. 

 

La solución aquí presentada corresponde a un caso particular de deformación temporal del 

lecho, la que parte de una condición plana hasta alcanzar asintóticamente una amplitud 

máxima de deformación (Ec. 41). Es posible extender el análisis a otras funciones del 

tiempo que puedan ser expresadas como series de Fourier. 
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RESUMEN 

La descripción matemática de los medios porosos se logra por medio de teoremas de 

promediado, los que permiten relacionar variaciones (espaciales o temporales) de magnitudes 

promedio en un volumen de control macroscópico, con el promedio de las variaciones 

(espaciales o temporales) a escala microscópica, i.e., permiten trabajar con magnitudes 

significativas. El uso de estos teoremas conduce a expresiones como la ecuación de Darcy 

para el flujo de una fase fluida, a partir de las ecuaciones de Navier Stokes y las condiciones 

de borde en la interfaz fluido-sólido. En el presente estudio se desarrolla un trabajo teórico 

sobre los teoremas de promediado, atendiendo a que el vector posición del volumen de 

control se debe corresponder con el centro de masa de la fase de interés (en este estudio, la 

fase fluida) y no con el centroide del volumen de control. Se presentan los teoremas de 

promediado modificados, junto a las ecuaciones de balance de masa y momentum para un 

fluido newtoniano incompresible y de viscosidad constante, realizándose una estimación 

simple de la corrección introducida en la permeabilidad de Darcy. 

Palabras claves: Medios porosos, Promedio volumétrico, Ley de Darcy, Teorema de 

transporte de Reynolds. 

 

1. INTRODUCCIÓN  

Los medios porosos se encuentran compuestos por una estructura sólida con poros en su 

interior. Muchos materiales presentes en la naturaleza (e.g. rocas, suelos, acuíferos), tejidos 

biológicos (e.g. huesos, madera) y elaborados por el hombre (e.g. cemento, cerámicas) 

pueden ser considerados medios porosos. Su descripción matemática se realiza empleando 

diferentes técnicas dependiendo de la escala del fenómeno. Descripciones microscópicas son 

empleadas para aquellos fenómenos a escalas menores al tamaño de los poros y/o matriz 

sólida (consideradas mucho mayores a las dimensiones moleculares), mientras que las 

macroscópicas son utilizadas a escalas mayores. Estas últimas son frecuentemente suficiente 

para obtener las ecuaciones gobernantes que reflejan el transporte a la escala de los poros en 

el medio poroso. 

mailto:autor1@email.com
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El método de promediado volumétrico es por medio del cual se obtiene la descripción 

macroscópica, permitiendo recuperar expresiones como la ecuación de Darcy (1856) para el 

flujo de una fase fluida, a partir de las ecuaciones de Navier Stokes y las condiciones de 

borde en la interfaz fluido-sólido. El flujo a través de un medio poroso se compone de una 

fase fluida y una sólida. Asumiendo que la fase fluida ocupa un volumen 𝑉𝑓, en un volumen 

𝑉 representativo del medio poroso, el volumen ocupado por la fase sólida es 𝑉𝑠 = 𝑉 − 𝑉𝑓. 

Para que las ecuaciones resultantes proporcionen resultados significativos, las escalas de 

distancia deben satisfacer 

𝐿𝑝𝑜𝑟𝑜 ≪ 𝐿𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 ≪ 𝐿𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎, (1) 

donde 𝐿𝑝𝑜𝑟𝑜 es una escala microscópica asociada al tamaño de poros, 𝐿𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛es el largo 

característico del volumen de promediado o área, y 𝐿𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 es el largo característico del 

sistema en estudio (ver Figura 1). Esta restricción de escalas es la que asegura que las 

magnitudes promedio no dependan del tamaño de la región de promediado (Wang et al., 

2015). 

 

Figura 1. Medio poroso con fases fluida y sólida. A la izquierda, sistema a describir. Al centro, 

definición volumen de control, volumen de fases e interfaces. A la derecha, parametrización por 

longitud de arco. 

Las magnitudes promedio son típicamente asignadas al centroide del volumen de promediado 

(Howes y Whitaker S, 1985). Se define el valor promedio 〈𝐵𝑘〉 de cualquier magnitud física 

𝐵 asociada a la fase 𝑘 = {𝑓, 𝑠} en el volumen 𝑉 de acuerdo con 

〈𝐵𝑘〉(𝒙, 𝑡) =
1

𝑉
∫ 𝐵𝑘(𝒙

′, 𝑡)𝑑𝑉𝑘
𝑉𝑘

. (2) 

De forma análoga, se define el valor promedio intrínseco 〈𝐵𝑘〉𝑘 de 𝐵 en la fase 𝑘 como: 

〈𝐵𝑘〉𝑘(𝒙, 𝑡) =
1

𝑉𝑘
∫ 𝐵(𝒙′, 𝑡)𝑑𝑉𝑘
𝑉𝑘

. (3) 

Este último es la magnitud promedio de mayor uso. Ambos promedios se relacionan por 
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〈𝐵𝑘〉(𝒙, 𝑡) = 𝜙𝑘〈𝐵〉𝑘(𝒙, 𝑡), (4) 

donde 𝜙𝑘 = 𝑉𝑘/𝑉 corresponde a la fracción de volumen local de la fase 𝑘. En las expresiones 

precedentes, se debe notar que 𝐵 es una función del vector posición 𝒙′ y el tiempo, mientras 

que su valor promedio es una función de la coordenada 𝒙 y el tiempo. En lo que sigue se 

omitirá la dependencia explícita de las variables para simplificar la notación. 

Las ecuaciones macroscópicas gobernantes se obtienen promediando las ecuaciones de 

conservación microscópicas sobre un volumen representativo. Para conseguir esto se utilizan 

los teoremas de promediado, siguiendo el procedimiento desarrollado por Slattery (1967) 

para escribir el gradiente de un promedio en términos del promedio de un gradiente a través 

del teorema de transporte de Reynolds generalizado. En su forma convencional, el teorema 

de transporte de Reynolds relaciona la variación temporal del valor integral de una magnitud 

𝐵 al interior de un volumen de control 𝑉 de área 𝐴, con el valor integral de la variación 

temporal de B y su flujo a través de 𝐴. La forma general del teorema de transporte se obtiene 

reemplazando el tiempo 𝑡 por la longitud de arco 𝑠 (esto simplemente significa que existe un 

mapeo continuo e invertible entre puntos y coordenadas materiales) y, aplicado a la fase 

fluida al interior de un volumen de control 𝑉, puede ser escrito como: 

𝑑

𝑑𝑠
(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = ∫
𝜕𝐵

𝜕𝑠
𝑑𝑉

𝑉𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅
𝑑𝒙′

𝑑𝑠
𝑑𝐴

𝐴𝑓

. (5) 

El área 𝐴𝑓 puede ser dividida en 

𝐴𝑓 = 𝐴𝑓𝑓 + 𝐴𝑓𝑠, (6) 

donde 𝐴𝑓𝑓 es el área de la fase fluida que pasa a través de la superficie del volumen 𝑉, y 𝐴𝑓𝑠 

es el área entre las fases fluida y sólida al interior de 𝑉. La obtención de los teoremas de 

promediado requiere de las siguientes condiciones: (1) 𝐵 = 𝐵(𝒙′(𝑠), 𝑡)  es una función 

explícita de las coordenadas y el tiempo, i.e., 𝜕𝑠𝐵 = 0; (2) 𝑑𝒙′/𝑑𝑠 es un vector tangente a la 

interfaz 𝐴𝑓𝑠, i.e., 𝑑𝒙′/𝑑𝑠 ⋅ 𝒏 = 0 en 𝐴𝑓𝑠; y (3), suponiendo que el volumen 𝑉 es trasladado 

sin rotación a lo largo de la curva 𝑠, 𝑑𝒙′/𝑑𝑠 ⋅ 𝒏 = 𝑑𝒙/𝑑𝑠 ⋅ 𝒏 en 𝐴𝑓𝑓. Aplicando estas 

condiciones en la Ec. (5) y teniendo en consideración que 𝑑𝐹/𝑑𝑠 = ∇𝐹 ⋅ 𝑑𝒙/𝑑𝑠 para 

cualquier magnitud 𝐹, se sigue que: 

𝑑

𝑑𝑠
(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = ∇(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) ⋅
𝑑𝒙

𝑑𝑠
                                         

= ∫ 𝐵𝒏 ⋅
𝑑𝒙′

𝑑𝑠
𝑑𝐴

𝐴𝑓𝑓

                                                

= (∫ 𝐵𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

) ⋅
𝑑𝒙

𝑑𝑠
                              

= (∫ ∇𝐵
𝑉𝑓

𝑑𝑉 − ∫ 𝐵𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

) ⋅
𝑑𝒙

𝑑𝑠
. 

(7) 
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Atendiendo a la arbitrariedad de 𝑑𝒙/𝑑𝑠 se obtiene el teorema de promediado para el 

gradiente: 

∇(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = ∫ ∇𝐵
𝑉𝑓

𝑑𝑉 −∫ 𝐵𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

. (8) 

Si 𝐵 = 1 en esta expresión, se sigue que ∇𝑉𝑓 = −∫ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

, de modo que si 𝑉 es constante, 

se sique que: 

∇𝜙𝑓 = −
1

𝑉
∫ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

. (9) 

Luego, el teorema de promediado para el gradiente puede ser convenientemente expresado 

en términos de promedios intrínsecos de acuerdo con: 

∇〈𝐵𝑓〉𝑓 = 〈∇𝐵𝑓〉 −
1

𝑉𝑓
∫ (𝐵 − 〈𝐵𝑓〉𝑓)𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

 (10) 

Este resultado es ampliamente utilizado en aplicaciones a estructuras porosas arbitrarias, 

jugando un rol importante en la derivación de las ecuaciones macroscópicas gobernantes en 

el flujo a través de medios porosos. Mediante su empleo, la ecuación de balance de 

momentum para un fluido newtoniano incompresible de viscosidad constante, puede ser 

escrita en la forma (sin contribuciones inerciales): 

0 = −∇〈𝑃〉𝑓 + 𝜇∇ ⋅ 〈∇𝒗〉

+
𝜇

𝑉𝑓
∫ (∇𝒗 − 〈∇𝒗〉) ⋅ 𝒏𝑑𝐴 −

1

𝑉𝑓
∫ (𝑃 − 〈𝑃𝑓〉𝑓)𝒏𝑑𝐴.
𝐴𝑓𝑠𝐴𝑓𝑠

 
(11) 

Aquí, el segundo, tercer y cuarto término se conocen como contribuciones de Brinkman, 

arrastre por fricción viscosa y arrastre de forma, respectivamente (Brinkmann, 1949; 

Kaviany, 2012; Vafai y Tien, 1981; Hsu y Cheng, 1990; Nield y Bejan, 2013). Los últimos 

dos componen la fuerza de arrastre descrita por la ecuación empírica de Darcy: 

                𝜌𝑓𝒇𝐷 =
𝜇

𝑉𝑓
∫ (∇𝒗 − 〈∇𝒗〉) ⋅ 𝒏𝑑𝐴 −

1

𝑉𝑓
∫ (𝑃 − 〈𝑃𝑓〉𝑓)𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠𝐴𝑓𝑠

             

≡ −
𝜙𝑓𝜇

𝐾
〈𝒗𝑓〉𝑓 . 

(12) 

Ahora bien, conforme se mencionó con anterioridad, Howes y Whitaker (1985) definen el 

vector posición 𝒙 como el centroide del volumen 𝑉 de control utilizado para promediar. Sin 

embargo, esta definición es cuestionable, ya que la conservación de la masa requiere que las 

partículas que componen la fase fluida en un instante 𝑡, se desplacen desde 𝑉𝑓(𝑡) a 𝑉𝑓(𝑡 +

Δ𝑡) en un intervalo de tiempo Δ𝑡. Por lo tanto, 𝒙 es un vector posición para 𝑉𝑓, no para 𝑉. 

Luego, una descripción consistente se consigue identificando el centro de masa de  𝑉𝑓 como 

el vector posición, quedando definido mediante 
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𝒙 =
1

𝑚𝑓
∫ 𝜌𝒙′𝑑𝑉
𝑉𝑓

, (13) 

con la masa del fluido al interior del volumen de control dada por: 

𝑚𝑓 = 〈𝜌𝑓〉𝑓𝑉𝑓. (14) 

De forma análoga, se define la velocidad de la fase fluida en el volumen de control en la 

forma: 

𝒗𝑓 =
1

𝑚𝑓
∫ 𝜌𝒗𝑑𝑉
𝑉𝑓

. (15) 

En este punto se debe notar que el numerador de la Ec. (15) se puede escribir como 

∫ 𝜌𝒗𝑑𝑉
𝑉𝑓

= ∫ 𝜌(𝑑𝒙′/𝑑𝑡)𝑑𝑉 
𝑉𝑓

= ∫ 𝑑(𝜌𝒙′𝑑𝑉)/𝑑𝑡
𝑉𝑓

, donde se ha atendido a que 𝑑𝑚 = 𝜌𝑑𝑉 

es invariante con respecto al movimiento de las partículas del fluido. Luego, es claro que 

∫ 𝜌𝒗𝑑𝑉
𝑉𝑓

= 𝑑/𝑑𝑡 (∫ 𝜌𝒙′𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = 𝑚𝑓𝑑𝒙/𝑑𝑡.  

Una discusión similar es elaborada por Takatsu Y. (2017), justificando a 𝒙 como un vector 

posición para el centro de masa de 𝑉𝑓 y no para el centroide de 𝑉. Sin embargo, su desarrollo 

de la hipótesis no contempla el que una consecuencia inmediata de esta propuesta es que 𝑉 

no es necesariamente igual en cada punto del espacio, incluso si la fase fluida es 

incompresible. En efecto, si 𝒙 es el vector posición asociado al par 𝑉𝑓(𝒙), 𝑉(𝒙) para un punto 

ubicado en 𝒙 + Δ𝒙, el par será 𝑉𝑓(𝒙 + Δ𝒙), 𝑉(𝒙 + Δ𝒙). Ahora bien, dado que la definición 

del vector posición 𝒙 + Δ𝒙 requiere que dicha posición sea el centro de masa de 𝑉𝑓(𝒙 + Δ𝒙), 

el volumen de control 𝑉(𝒙 + Δ𝒙) no corresponderá necesariamente a una traslación del 

volumen 𝑉(𝒙). 

Con relación a las características del método de promediado volumétrico, Marle (1982), 

Howes y Whitaker (1985) y otros autores concluyen que no es necesariamente diferenciable 

en el campo microscópico. Marle (1982) considera que la magnitud 𝐵 es continua con 

derivadas continuas en cada fase, con discontinuidades de salto al cruzar una interfaz, e 

introduce funciones de peso para solucionar el problema con la diferenciabilidad del campo 

microscópico. 

En el presente estudio se desarrolla un trabajo teórico sobre los teoremas de promediado, 

atendiendo a que el vector posición del volumen de control se debe corresponder con el centro 

de masa de la fase de interés (en este estudio, la fase fluida) y no con el centroide del volumen 

de control. Se presentan los teoremas de promediado modificados, junto a las ecuaciones de 

balance de masa y momentum para un fluido newtoniano incompresible y de viscosidad 

constante, realizándose una estimación simple de la corrección introducida en la 

permeabilidad de Darcy. 
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2. MODIFICACIÓN TEOREMA DE PROMEDIADO ESPACIAL 

Conforme se ilustró en la sección precedente, el teorema de promediado aplicado a la 

derivación espacial es fundamental para construir las ecuaciones macroscópicas gobernantes 

a partir de las ecuaciones de balance microscópico. Ahora bien, dado que el vector 𝒙 es un 

vector posición para el volumen de la fase fluida 𝑉𝑓 y no del volumen de control 𝑉, se sigue 

que 𝑉 no es necesariamente igual en cada punto del espacio, i.e., 𝑑𝒙′/𝑑𝑠 ⋅ 𝒏 ≠ 𝑑𝒙/𝑑𝑠 ⋅ 𝒏 en 

su frontera. Para incorporar este aspecto en la derivación del teorema bosquejada en la Ec. 

(7), se define el tensor de segundo orden:  

𝐞 = ∇(𝒙′ − 𝒙). (16) 

Manteniendo las condiciones de dependencia explícita de 𝐵  en las coordenadas y el tiempo, 

i.e., 𝜕𝑠𝐵 = 0, y de tangencia en la interfaz entre ambas fases de 𝑑𝒙′/𝑑𝑠, i.e., 𝑑𝒙′/𝑑𝑠 ⋅ 𝒏 = 0 

en 𝐴𝑓𝑠, e introduciendo la definición proporcionada por la Ec. (16) sobre la Ec. (5) (teorema 

general de transporte de Reynolds) se tiene: 

𝑑

𝑑𝑠
(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = ∇(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) ⋅
𝑑𝒙

𝑑𝑠
                                         

= ∫ 𝐵𝒏 ⋅
𝑑𝒙′

𝑑𝑠
𝑑𝐴

𝐴𝑓𝑓

                                                

= (∫ 𝐵𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒆𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

) ⋅
𝑑𝒙

𝑑𝑠
                              

= (∫ ∇𝐵
𝑉𝑓

𝑑𝑉 − ∫ 𝐵𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒆𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

) ⋅
𝑑𝒙

𝑑𝑠
. 

(17) 

Este resultado puede ser reescrito atendiendo a que debe ser válido para cualquier valor de 

𝑑𝒙/𝑑𝑠, a partir de donde se sigue que: 

∇(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = ∫ ∇′𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

−∫ 𝐵𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+∫ 𝐵𝒏
𝐴𝑓𝑓

⋅ 𝐞𝑑𝐴. (18) 

Si se escoge 𝐵 = 1 en la Ec. (18) se obtiene la siguiente identidad: 

∇𝑉𝑓 = −∫ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+∫ 𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

. (19) 

De forma análoga, si se repite el cálculo anterior considerando la fase sólida se obtiene 

∇𝑉𝑠 = +∫ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+∫ 𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑠𝑠

, (20) 

donde el primer miembro en el lado derecho de la Ec. (20) difiere en signo de la Ec. (19) a 

causa del cambio en el sentido del vector normal. Por otro lado, dado que 𝑉 = 𝑉𝑓 + 𝑉𝑠, es 

inmediato que:  
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                    ∇𝑉 = ∇𝑉𝑓 + ∇𝑉𝑠                                                                 

= ∫ 𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

+∫ 𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑠𝑠

. (21) 

A partir de las ecuaciones (19) y (20) se deriva el siguiente resultado para la fracción 

volumétrica de la fase fluida: 

                  ∇𝜙𝑓 = ∇(
𝑉𝑓

𝑉
)                                                                                           

=
∇𝑉𝑓

𝑉
− 𝜙𝑓

∇𝑉

𝑉
  

= −
1

𝑉
∫ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+
1 − 𝜙𝑓

𝑉
∫ 𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

−
𝜙𝑓

𝑉
∫ 𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑠𝑠

 

(22) 

 

Sustituyendo la Ec. (20) y la Ec. (21) en la Ec. (18) se obtiene el siguiente resultado para el 

gradiente de un promedio: 

∇〈𝐵𝑓〉 = 〈∇
′𝐵𝑓〉 −

1

𝑉
∫ 𝐵𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+
1

V
∫ (𝐵 − 〈𝐵𝑓〉)𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

−
1

𝑉
∫ 〈𝐵𝑓〉𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑠𝑠

. 

(23) 

Finalmente, combinando las ecuaciones (22) y (23) se obtiene la expresión equivalente para 

el gradiente de un promedio en función del promedio de un gradiente, en términos de 

promedios intrínsecos: 

∇〈𝐵𝑓〉𝑓 = 〈∇
′𝐵𝑓〉𝑓 −

1

𝑉
∫ (𝐵 − 〈𝐵𝑓〉𝑓)𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+
1

𝑉𝑓
∫ (𝐵 − 〈𝐵𝑓〉𝑓)𝒏 ⋅ 𝐞𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

. (24) 

Este resultado representa una modificación del teorema de promediado para el gradiente 

presentado en la Ec. (10), incorporando en el efecto asociado a la interpretación del vector 

posición como el centro de masa del volumen de la fase fluida en lugar del centroide del 

volumen de control. Se debe notar que tanto la Ec. (10) como (24) contienen contribuciones 

de superficie cuyos argumentos corresponden a desviaciones en el valor de 𝐵 con relación a 

su valor promedio intrínseco 〈𝐵𝑓〉𝑓. 

 

3. MODIFICACIÓN TEOREMA DE PROMEDIADO TEMPORAL  

El teorema de promediado para la derivada temporal se consigue utilizando el tiempo 𝑡 en 

lugar de la longitud de arco 𝑠 sobre el teorema general del transporte de Reynolds en la Ec. 

(5). Para proceder con su derivación incorporando la posibilidad de deformación del volumen 

de control, se comienza por definir la velocidad local de deformación según: 
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𝒘 =
𝑑(𝒙′ − 𝒙)

𝑑𝑡
. (25) 

Empleando esta definición sobre la Ec. (5) se tiene: 

𝑑

𝑑𝑡
(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = ∫ 𝜕𝑡𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅
𝑑𝒙′

𝑑𝑡
𝑑𝐴

𝐴𝑓

                                                         

= ∫ 𝜕𝑡𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒖𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+∫ 𝐵𝒏 ⋅
𝑑𝒙′

𝑑𝑡
𝑑𝐴

𝐴𝑓𝑓

   

= ∫ 𝜕𝑡𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒖𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒗𝑓𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒘𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

= ∫ 𝜕𝑡𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒖𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+ 𝒗𝑓 ⋅ [∫ ∇′𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

−∫ 𝐵𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

]

+ ∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒘𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

, 

(26) 

donde 𝒖 = 𝑑𝒙′/𝑑𝑡 es la velocidad en la interfaz entre las fases fluida y sólida, y 𝒗𝑓 es la 

velocidad promedio intrínseca de la fase fluida. Empleando la Ec. (18) para reescribir el 

término entre corchetes en la última igualdad de (26), se sigue que puede ser reescrito en la 

forma: 

𝑑

𝑑𝑡
(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = ∫ 𝜕𝑡𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒖𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+ 𝒗𝑓

⋅ [∇ (∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) − ∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒆𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

] + ∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒘𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

. 

(27) 

Ahora bien, atendiendo a que el lado izquierdo es una derivada total, y a la definición 

proporcionada por la Ec. (15) para la velocidad 𝒗𝑓, se sigue que: 

𝑑

𝑑𝑡
(∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = 𝜕𝑡 (∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) + 𝒗𝑓 ⋅ ∇ (∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

). (28) 

Sustituyendo esta expresión en la Ec. (27) se tiene: 

𝜕𝑡 (∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

) = ∫ 𝜕𝑡𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

+∫ 𝐵𝒏 ⋅ 𝒖𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+∫ 𝐵(𝒘 − 𝒆 ⋅ 𝒗𝒇) ⋅ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

. (29) 

A partir de este resultado, y asumiendo una velocidad interfacial 𝒖 nula, se obtiene el 

siguiente resultado para la derivada temporal de un promedio: 
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              𝜕𝑡〈𝐵𝑓〉 = 𝜕𝑡 (
1

𝑉
∫ 𝐵𝑑𝑉
𝑉𝑓

)       

= 〈𝜕𝑡𝐵𝑓〉 +
1

𝑉
∫ 𝐵(𝒘 − 𝒆 ⋅ 𝒗𝒇) ⋅ 𝒏
𝐴𝑓𝑓

𝑑𝐴 −
1

𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑡
〈𝐵𝑓〉. 

(30) 

Si se escoge 𝐵 = 1 se sigue que: 

𝜕𝑡𝜙𝑓 =
1

𝑉
∫ (𝒘 − 𝒆 ⋅ 𝒗𝒇) ⋅ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

−
𝜙𝑓

𝑉
𝜕𝑡𝑉. (31) 

Atendiendo a que 𝜕𝑡〈𝐵𝑓〉 = 𝜕𝑡(𝜙𝑓〈𝐵𝑓〉𝑓), se puede reescribir la Ec. (30) como: 

〈𝜕𝑡𝐵𝑓〉𝑓 +
1

𝑉𝑓
∫ 𝐵(𝒘 − 𝒆 ⋅ 𝒗𝒇) ⋅ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

−
𝜕𝑡𝑉

𝑉𝑓
〈𝐵𝑓〉𝑓 = 〈𝐵〉𝑓𝜕𝑡𝜙𝑓 + 𝜙𝑓𝜕𝑡〈𝐵𝑓〉𝑓. (32) 

Finalmente, despejando 𝜕𝑡𝑉 en la Ec. (31) y sustituyendo en (32) se obtiene la expresión 

buscada para la derivada temporal de un promedio en función del promedio de su derivada 

temporal, en términos de promedio intrínsecos: 

𝜕𝑡〈𝐵𝑓〉𝑓 = 〈𝜕𝑡𝐵𝑓〉𝑓 +
1

𝑉𝑓
∫ (𝐵 − 〈𝐵𝑓〉𝑓)(𝒘 − 𝒆 ⋅ 𝒗𝒇) ⋅ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

 (33) 

 

 

4. ECUACIONES DE BALANCE 

Las ecuaciones (24) y (33) relacionan las variaciones (espacial y temporal) en el promedio 

(intrínseco) de una magnitud física con el promedio de sus variaciones (espacial y temporal) 

en un volumen de control. Entre sus aplicaciones inmediatas se encuentra la derivación de 

las ecuaciones de balance macroscópicas gobernantes. Estas son presentadas a continuación 

para los balances de masa y momentum considerando el flujo de un fluido newtoniano 

incompresible y de viscosidad constante, despreciando las contribuciones inerciales frente a 

las viscosas. 

4.1 Balance de Masa 

La ecuación de balance de masa microscópica para un fluido incompresible equivale a la 

divergencia nula del campo de velocidad: 

0 = ∇′ ⋅ 𝒗 (34) 

Empleando el teorema de promediado para el gradiente proporcionado por la Ec. (24) sobre 

la Ec. (34), se sigue que ésta equivale a: 

0 = ∇ ⋅ 𝒗𝑓 +
1

𝑉𝑓
∫ (𝒗 − 𝒗𝑓) ⋅ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

−
1

𝑉𝑓
∫ (𝒗 − 𝒗𝑓) ⋅ (𝒏 ⋅ 𝒆)𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

. (35) 
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4.2 Balance de Momentum 

La ecuación de balance de momentum microscópica para un fluido newtoniano de viscosidad 

constante sin fuerzas de volumen (e. g. gravedad), equivale a: 

𝜕𝑡(𝜌𝑣) + ∇
′ ⋅ (𝜌𝒗𝒗) = −∇′𝑃 + 𝜇∇ ⋅ (∇𝒗) (36) 

Empleando el teorema de promediado para el gradiente proporcionado por la Ec. (24) sobre 

la Ec. (36) y despreciando las contribuciones inerciales, se sigue que ésta equivale a: 

                     0 = −∇〈𝑃𝑓〉𝑓 + 𝜇∇ ⋅ 〈∇𝒗𝑓〉𝑓              

+
1

𝑉𝑓
∫ [𝜇(∇𝒗 − 〈∇𝒗𝑓〉𝑓) − (𝑃 − 〈𝑃𝑓〉𝑓)𝑰] ⋅ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

−
1

𝑉𝑓
∫ [𝜇(∇𝒗 − 〈∇𝒗𝑓〉𝑓) − (𝑃 − 〈𝑃𝑓〉𝑓)𝑰] ⋅ (𝒏 ⋅ 𝒆)𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

 

(37) 

Las ecuaciones de balance resultantes difieren en sólo en un término respecto a las obtenidas 

empleando el teorema de promediado para el gradiente sin modificar, i.e., incorporan una 

contribución adicional asociada a una posible deformación del volumen de control como 

consecuencia de la interpretación del vector posición como el centro de masa del volumen 

de la fase fluida en lugar del centroide del volumen de control. 

 

5. CORRECCIÓN PERMEABILIDAD DE DARCY  

Las contribuciones de superficie originadas en la interfaz entre las fases fluida y sólida 

contenidas por las ecuaciones de balance macroscópicas son las que proporcionan la fuerza 

de arrastre descrita por la ecuación empírica de Darcy. De este modo, enunciado la ecuación 

de balance de momentum macroscópico en la forma 

 

0 = −∇𝑃 + 𝜇∇ ⋅ 〈∇𝒗𝑓〉𝑓 + 𝜌𝑓𝒇𝐷 , (38) 

se sigue a partir del resultado encontrado en la Ec. (37), que la fuerza de arrastre 𝜌𝑓 𝒇𝐷 de 

Darcy se encuentra dada por: 

                𝜌𝑓𝒇𝐷 =
1

𝑉𝑓
∫ [𝜇(∇𝒗 − 〈∇𝒗𝑓〉𝑓) − (𝑃 − 〈𝑃𝑓〉𝑓)𝑰] ⋅ 𝒏𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

   

−
1

𝑉𝑓
∫ [𝜇(∇𝒗 − 〈∇𝒗𝑓〉𝑓) − (𝑃 − 〈𝑃𝑓〉𝑓)𝑰] ⋅ (𝒏 ⋅ 𝒆)𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

             

≡ −
𝜙𝑓𝜇

𝐾
〈𝒗𝑓〉𝑓 . 

(39) 

Para comprender el impacto y condiciones bajo las cuales la contribución adicional 

introducida en esta expresión es relevante, considere la solución de orden cero para el flujo 

de un fluido al interior de un medio poroso bidimensional, en que los poros pueden ser 

aproximados como canales de paredes cuasi paralelas. Definiendo convenientemente los ejes 
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𝑥 e 𝑦, con este último orientado de forma paralela al flujo, es sencillo demostrar que el campo 

de velocidad microscópico es 𝒗 = 𝑣𝑦(𝑥)�̂� con 

 

𝑣𝑦 = −
𝐿𝑝
2

8𝜇

Δ𝑃

𝐿
(1 − �̃�2) =

3

2
〈𝑣𝑦〉(1 − �̃�

2), (40) 

donde Δ𝑃/𝐿 corresponde a la caída de presión por unidad de largo, 〈𝑣𝑦〉 = 𝐿𝑝
2Δ𝑃/12𝜇𝐿 es la 

velocidad promedio,  𝐿𝑝 es el ancho de los canales y �̃� = 2𝑥/𝐿𝑝 ∈ [−1,1]. De igual forma, 

se puede demostrar que los esfuerzos de corte se encuentran dados por: 

 

𝜏𝑦𝑥 = 𝜇
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑥
=
𝐿𝑝

2

Δ𝑃

𝐿
�̃� = −6𝜇

〈𝑣𝑦〉

𝐿𝑝
�̃� (41) 

Aquí, la fuerza de arrastre por fricción viscosa (sin corrección) se origina en la interfaz entre 

el fluido y las paredes horizontales, encontrándose determinada por: 

1

𝑉𝑓
∫ 𝜏𝑦𝑥𝑛𝑥𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

=
1

𝐿𝑝𝐿𝑦

(

 
 
∫ 𝜏𝑦𝑥𝑑𝑦

𝐿𝑦
2

−
𝐿𝑦
2

|
|

�̃�=1

− ∫ 𝜏𝑦𝑥𝑑𝑦

𝐿𝑦
2

−
𝐿𝑦
2

|
|

�̃�=−1)

 
 

= −
𝜇

𝐿𝑝2 /12
〈𝑣𝑦〉. 

(42) 

En este resultado se debe observar que las contribuciones originadas en ambas paredes no se 

cancelan entre sí, debido a que los esfuerzos de corte son funciones impares y al cambio de 

sentido del vector normal entre las fases fluida y sólida. Para obtener un resultado análogo al 

incluir el término de corrección, se requiere que el producto 𝝉 ⋅ (𝒏 ⋅ 𝒆), cuya única 

componente no nula es 𝜏𝑦𝑥𝑛𝑦𝑒𝑥𝑦, no se cancele en la integración a lo ancho del canal, ni el 

sumar las contribuciones provenientes de la entrada y salida. La primera de estas condiciones 

requiere que 𝑒𝑥𝑦 sea una función impar en �̃�, en tanto que la segunda requiere que también 

lo sea en la coordenada vertical. Si se expande 𝑒𝑥𝑦 en series de Taylor, se sigue que la primera 

contribución que cumple ambas condiciones es 

𝑒𝑥𝑦 ∼
𝜕2𝑒𝑥𝑦

𝜕�̃�𝜕�̃�
|
0,0

�̃��̃�, (43) 

donde �̃� = 2𝑥/𝐿𝑝 ∈ [−1,1]. Los términos de orden cero, uno y dos en la expansión no 

cumplen las condiciones de paridad, por lo que no contribuyen a la corrección en la fuerza 

de arrastre y no son consideradas. Luego, 

𝜏𝑦𝑥𝑒𝑥𝑦𝑛𝑦 ∼ −
24𝜇

𝐿𝑝

𝜕2𝑒𝑥𝑦

𝜕�̃�𝜕�̃�
|
0,0

〈𝑣𝑦〉�̃�
2�̃�𝑛𝑦 (44) 

de donde se sigue que la corrección a la fuerza de arrastre corresponde a: 
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1

𝑉
∫ 𝜏𝑦𝑥𝑒𝑥𝑦𝑛𝑦𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

≈
1

𝐿𝑝
( ∫𝜏𝑦𝑥𝑒𝑥𝑦𝑑�̃�

1

−1

|

�̃�=1

− ∫𝜏𝑦𝑥𝑒𝑥𝑦𝑑�̃�

1

−1

|

�̃�=−1

)

= −
32𝜇

𝐿𝑝2
𝜕2𝑒𝑥𝑦

𝜕�̃�𝜕�̃�
|
0,0

〈𝑣𝑦〉 

(45) 

Finalmente, empleando los resultados encontrados en la Ec. (42) y (45) se sigue que la fuerza 

de arrastre por fricción viscosa es:  

1

𝑉𝑓
∫ 𝜏𝑦𝑥𝑛𝑥𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑠

+
1

𝑉
∫ 𝜏𝑦𝑥𝑒𝑥𝑦𝑛𝑦𝑑𝐴
𝐴𝑓𝑓

= −
𝜇

𝐿𝑝
2 /12

(1 +
8

3

𝜕2𝑒𝑥𝑦

𝜕�̃�𝜕�̃�
|
0,0

) 〈𝑣𝑦〉 (46) 

 

Se sigue, a partir de este ejemplo, que la corrección en la permeabilidad de Darcy es del tipo: 

𝐾−1 ∼ 𝐾0
−1 (1 + 𝑂(𝐿p

2∇2𝑒))  (47) 

 

 

6. CONCLUSIONES 

 

Se desarrolló un trabajo teórico sobre los teoremas de promediado volumétrico utilizados en 

la obtención de las ecuaciones macroscópicas gobernantes de un medio poroso a partir de las 

ecuaciones microscópicas que describen sus fases. Bajo el supuesto de que el vector posición 

del volumen de control utilizado en el cálculo de las magnitudes promedio se debe 

corresponder con el centro de masa de la fase de interés (en este estudio, la fase fluida) y no 

con el centroide del volumen de control.  Como consecuencia de lo anterior, se demostró 

heurísticamente que el volumen de control no necesariamente permanece constante, aun si la 

fase fluida es incompresible. Se desarrollaron y obtuvieron versiones modificadas de los 

teoremas de promediado volumétrico permitiendo relacionar las variaciones (espacial y 

temporal) en el promedio (intrínseco) de una magnitud física con el promedio de sus 

variaciones en un volumen de control. Estos fueron utilizados para promediar las ecuaciones 

de balance de un fluido newtoniano incompresible y de viscosidad constante, realizándose 

una estimación simple de la corrección introducida en la permeabilidad de Darcy.  
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RECORDANDO AL INGENIERO CIVIL  

ALBERTO SEPÚLVEDA VERA 

 

ALEJANDRO LÓPEZ ALVARADO 

ala@vtr.net 

 

Al inicio de agosto pasado fui sorprendido con la triste 

noticia de la muerte repentina y sorpresiva de mi 

recordado amigo Alberto Sepúlveda Vera, eminente 

Ingeniero Civil, excelente maestro en las aulas 

universitarias y un estudioso no sólo de la disciplina 

hidráulica sino también de otras actividades del 

conocimiento y de la realidad, entre ellas, la economía. 

En esta hora de pesar surge, como un consuelo, 

testimoniar con algunos recuerdos lo que fue mi amistad 

con Alberto y recordar algunas de sus contribuciones a 

la hidráulica nacional. 

Alberto nació en San Carlos el 2 de febrero de 1939, 

pocos días después del trágico terremoto de Chillán, en 

una construcción de madera que su padre levantó de 

emergencia, debido al derrumbe de su casa. Estudió hasta Tercer Año de Humanidades en el 

Colegio Seminario de Chillán, continuando sus estudios en el Instituto Nacional de Santiago, 

ya que su familia se trasladó a esta ciudad. 

En el Instituto Nacional fue condiscípulo de Ramón Fuentes Aguilar, profesor reconocido 

tanto nacional como internacionalmente como un hidráulico de excelencia y 

lamentablemente también fallecido no hace mucho. Curiosamente, mientras Ramón cursó el 

Sexto Humanidades Matemático, Alberto eligió el Sexto Humanidades Biólogo, tal vez más 

inclinado a la Medicina que a la Ingeniería. Sin embargo, finalmente Alberto se decidió por 

estudiar Ingeniería Civil en la Universidad de Chile, donde después de exitosos estudios 

obtuvo el título de Ingeniero Civil con mención en Hidráulica en el año 1965. 

Su memoria de título fue experimental y la desarrolló en el Laboratorio de Hidráulica de la 

Escuela de Ingeniería de la Universidad de Chile y versó sobre la determinación de la altura 

de aspereza equivalente en tuberías de rocalit, memoria desarrollada en conjunto con Pablo 

Cortés y dirigida por el profesor don Francisco Javier Domínguez Solar, nuestro recordado 

Pancho Jota. Terminada su memoria ingresó como investigador y profesor al Laboratorio de 

Hidráulica ya mencionado, en donde yo me desempeñaba como ayudante de investigación y 

Ramón Fuentes como investigador y profesor. 

mailto:ala@vtr.net
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Alberto participó primeramente como profesor de laboratorio y profesor auxiliar del curso 

de Hidráulica que dictaba el profesor Roberto Muñoz y más tarde añadió la responsabilidad 

de ser profesor guía de memorias de título de estudiantes de Ingeniería Civil. 

En el Laboratorio de Hidráulica participamos con Alberto en varios estudios experimentales 

hasta 1969, año en que ambos nos incorporamos como ingenieros al Instituto Nacional de 

Hidráulica, institución en la que Alberto permaneció hasta 1972, pasando a incorporarse a la 

División de Estudios Hidráulicos de ENDESA hasta 1999 y a partir de esa fecha se dedicó a 

la consultoría en temas hidráulicos, principalmente en la prestigiosa Consultora EDIC 

Si bien como ingeniero estaba abocado a desarrollar proyectos hidráulicos, la pasión de 

Alberto fue estudiar a fondo los problemas que se presentaban en los diferentes proyectos en 

los que participaba, estando siempre al día en el avance científico y tecnológico. Prueba de 

ello son sus valiosas contribuciones en los Congresos Nacionales y Latinoamericanos de 

Hidráulica, de los cuales en lista aparte menciono algunos de ellos, destacándose sus 

contribuciones relacionadas con el flujo bajo compuertas planas. 

En el Instituto Nacional de Hidráulica, entre otros estudios que tuvo a su cargo, fue 

comisionado para ir a Francia a conocer la aplicación de trazadores radiactivos en estudios 

sedimentológicos, encabezando el equipo del Instituto que en colaboración con expertos 

franceses aplicaron esta técnica en el río Valdivia, tanto en el modelo a escala que se hizo en 

el laboratorio como en el terreno mismo. Alberto nos dirigió y capacitó en este tema, cuya 

aplicación, entre 1970 y 1971 fue pionera en Chile y que al parecer no ha vuelto a ser aplicada 

en estudios similares en el país. 

En el 2016 el directorio de la SOCHID dio forma a una Comisión cuyo objetivo era preparar 

una reedición del clásico libro “Hidráulica” de nuestro eminente y recordado Maestro don 

Francisco Javier Domínguez Solar, para lo cual la Comisión revisaría las últimas ediciones 

y sugeriría incorporar algunos elementos sustitutivos de las tablas que facilitaban el cálculo 

cuando este se debía realizar con la hoy abandonada regla de cálculo. Fui comisionado para 

presidir dicha Comisión y en esa calidad solicité a Alberto su colaboración revisando los 

capítulos V y VI del citado libro, misión que Alberto cumplió con gran interés y a entera 

cabalidad. 

Haber trabajado con Alberto desde el inicio de nuestra carrera como ingenieros y académicos 

compartiendo el interés y pasión por la hidráulica, nos permitió consolidar una profunda 

amistad y compartir intereses personales en otros ámbitos y tuve así la oportunidad de 

conocer a Alberto más allá de la dimensión profesional, también en la dimensión humana 

que lo caracterizó y que lo llevó a formar una valiosa familia con Alicia y sus hijos Eduardo 

y Daniela. 

Al despedir a Alberto Sepúlveda Vera, eminente ingeniero, profesor por vocación y gran y 

buen amigo, lo hago con el convencimiento que la amistad no termina con la separación física 

de la muerte, sino que se prolonga en el recuerdo y viril sentimiento que queda en el corazón. 

 



Revista SOCHID (2022) Vol. 37, No. 2                       

 

117 
 

ALGUNAS PUBLICACIONES DEL INGENIERO ALBERTO SEPÚLVEDA VERA 

- Empleo de trazadores radiactivos en la calibración sedimentológica del modelo reducido 

Corral-Valdivia 

- Coeficiente de gasto del sistema compuerta de sector-vertedero 

- Diseño de un sifón para vaciamiento de estanque 

- Coeficiente de gasto de compuertas planas seguidas de torrente 

- Determinación de la distribución de velocidades en el plano de rejas de una bocatoma 

- Influencia del número de Reynolds en el coeficiente de compuertas planas seguidas de 

torrente 

- Determinación de la altura de aspereza equivalente en una tubería de rocalit 

- Colocación de enrocados de protección mediante socavación controlada 

- Fuerza hidrodinámica de cierre de una compuerta ubicada en un túnel a presión: 

   Parte 1: Métodos de cálculo 

Parte 2: Estudio en modelo 

- Métodos de conexión de una bocatoma profunda a un lago 

- Flujo transitorio en el sistema túnel-pique conectado a un lago 

- Velocidades en el flujo tridimensional: Comparación entre valores calculados (modelo 

numérico) y medidos en un modelo físico 

- Ajuste matemático de curvas convexas verticales en radieres de rápidos de descarga  

- Nuevo enfoque para los coeficientes de gasto 𝐶𝑑  y de contracción 𝐶𝑐 de una compuerta 

plana con resalto rechazado 

- Coeficientes de gasto y de contracción de una compuerta plana con resalto rechazado 
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HIDRO-GRAFÍA 

ALDO TAMBURRINO TAVANTZIS 

 

Como es de esperar, la HIDRO-GRAFÍA de este número, está relacionada con Navier y fue 

tomada del enorme tratado Architecture Hydraulique que escribió Bernard Forest de Bélidor. 

La primera edición del libro fue en 1737 y se constituyó en una de las referencias obligadas 

de obras hidráulicas por más de un siglo. Considerando su formación en ingeniería, la 

Académie des Sciences encargó a Navier una edición actualizada del trabajo de Bélidor, la 

que fue publicada en 1819. Navier no alteró en nada el texto 

original, pero sí lo complementó con notas, en tal cantidad que 

fácilmente constituyen otro texto tan voluminoso como el de 

Bélidor.  

La imagen de la figura corresponde a: 

a) Un sistema de elevación de agua, la que es aspirada por 

la toma inferior (F en la figura) y evacuada por la canalización 

superior 

b) Un primer diseño de una máquina para determinar la 

“fricción interna” del agua (viscosidad), a partir del torque 

necesario para mover las aspas del interior de la máquina 

c) Una máquina para separar las partículas sólidas y el 

líquido de una mezcla de manera centrífuga. Las partículas 

salen por la parte inferior (F en la figura) y el agua clarificada 

por la canalización superior 

 

NÚMERO ANTERIOR 

La HIDRO-GRAFÍA del número anterior corresponde a un sistema que 

utiliza una máquina de movimiento perpetuo para elevar agua obtenida 

del manuscrito de Philipp Mönch de 1496, Büch der Stryt und Buochßen. 

El manuscrito incluye dibujos de máquinas de guerra, de molienda, de 

construcción, para elevar pesos, puentes portátiles, etc. Entre las 

máquinas accionadas hidráulicamente se encuentra la presentada en el 

número anterior, que consiste en un fuelle que aspira agua mediante una 

tubería vertical, el que está accionado por una rueda que se mueve debido 

a parte del caudal que sale del fuelle, mientras otra parte se almacena en la torre. Además de 

esta máquina imposible de funcionar, el manuscrito incluye otra, que sí 

funciona, que consiste en una rueda con cántaros o recipientes. La rueda 

es accionada por la corriente del cauce y los cántaros al sumergirse toman 

agua, la que es descargada a un canal lateral una vez que ellos comienzan 

a inclinarse después de pasar el diámetro horizontal de la rueda.  
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INVITACION A CONTRIBUIR CON ARTÍCULOS 

 

 

La Revista de la Sociedad Chilena de Ingeniería Hidráulica invita a contribuir con artículos 

para ser publicados en sus próximos números. Los artículos pueden ser en castellano o inglés.  

Los artículos buscan difundir trabajos en las áreas de interés de la Sociedad Chilena de 

Ingeniería Hidráulica, especialmente aquellos relativos a la hidráulica, hidrología y mecánica 

de fluidos en general, así como otros aspectos relacionados con el agua, como su uso, gestión, 

recursos, tecnologías, historia, etc. Los artículos pueden ser de investigación teórica o 

aplicada, soluciones novedosas a problemas de ingeniería, difusión u otros temas de interés 

para la comunidad hidráulica nacional. 

 

El formato de presentación de los trabajos puede solicitarse al Editor a la dirección 

electrónica atamburr@ing.uchile.cl 
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