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P1. Mezcla fuerte

a) Pruebe que un s.d.a (X, u, T') es fuertemente mezclador siy solo si para todo A,B € S, con S una semialgebra
generadora

lim u(ANT™*(B) = p(A)u(B)

k—o0

Una solucién: Veamos la direccién no directa, recoredemos entonces que el dlgebra generada por la
semi-algebra estd dada por:

A = {Uniones finitas disjuntas de conjuntos en S}

Verifiquemos el resultado entonces para conjuntos, A, B € A Entonces A = nglAi, B = U:;BZ—,
con A;, B; € S, luego

q m
WT(A) N B) =3 (T 4,0B) = >3 w(T~"(4:) N By)
i=1 j=11i=1
Luego tomando limite, se tiene que
lim @(T~"(A)N B) = Zl > p(A;) - u(B;) = p(A) - (B)
j=1i=

Ahora recordamos el lema, que nos dice que si :
o(A)=F
Para todo los borelianos, existe un A € A, tal que
w(AAB) < e

Entonces probemos que es mezcla fuerte, como hay que verlo para dos A ,B borelianos, aproximamos
los dos, es decir existen Ag y By, tal que :

W(AAAY) < &
‘U,(BAB()) <e€

, luego tratemos de ver que para n grande:
HANT™(B)) — w(A)u(B)] < 10- ¢
Para ello, observemos que usando la preservacién de la medidas:
H(AN (T~"(B)AT™"(By))) < u(T~"(B)AT~"(By) < ¢
Recordando la identidad de teoria de conjuntos

AN (T~(B)AT"(By)) = (ANT~"(B))A(ANT~"(By))
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Se tiene que :
(AN (T~"(B)AT™(By))) < e
Ahora observamos que para conjuntos arbitrarios Dy E :
|n(D) — wW(E)| < p(DAE)

Esto es , pues

WD) = w(E)| = | [ (Lp(z) ~ Le@)dul < [ |(1p(a) ~ Le(e)ldu = u(DAE)
Entonces se tiene que :
IW(ANT™™(B)) = w(A)u(B)| < [w(ANT™"(B)) = p(ANT™"(Bo))| + (AN T™"(Bo)) — u(A)u(B)]
Esta ultima cantidad es menor a
e+ |u(ANT"(By)) — w(A)u(B)|
De la misma forma se demuestra que
[W(ANT™"(Bo)) — (Ao NT™"(Bo))| <€
Entonces , acotamos:
e+|u(ANT ™" (Bo))—p(A)u(B)| < e+|u(ANT ™" (Bo))—pu(AoNT ™" (Bo))|+|1(AoNT ™" (Bo)) —u(A)u(B)|
Dondé lo de la derecha es mas pequeno que
2e + |p(Ao NT™"(Bo)) — (A)u(B)|
Ahora recordando que para n grande u(Ag NT~"™(By)) se parece a pu(Ag)u(Bo), se tiene que :
2e+|u(AoNT™"(Bo)) —(A)u(B)| < 2e+|p(AoNT ™" (Bo)) — pi(Ao) i(Bo)| + |1n(A) (B) — i(Ao) (Bo) |
Entonces queda acotar dos terminos, podemos tomar un n grande y concluir que :
[1(Ao NT™"(Bo)) — p(Ao)u(Bo)| < €
Y por otro lado:
(A p(B)—=p(Ao)(Bo)| = |(1(A)—p(Ao)) u(B)—p(Ao) (1(Bo) —p(B))| < [1n(A)—p(Ao)|+|1(B)—p(Bo)| < 2¢
Entonces se tiene que para n grande:
IW(ANT™"B) — w(A)u(B)| < 5e

Es decir :
lim u(ANT~"B) = p(A)u(B)

n—oo
b) Pruebe apoyandose de lo anterior, que un shift de Bernoulli es siempre mezclador.

Una solucién: Consideremos un shift de Bernoulli con una direccidn, i.e
X=ua"

con |A| < oo
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Entonces hay que demostrar que los cilindros son mezcladores, tomemos dos cilindros

A= [yo,..-Ynlo
B = [zg, ...xm](’
estudiando la preimagen de los cilindros a través del shift, podemos concluir que
Tfl)(B) = [z, ...xm]TH

Es decir, ahora el cilindro, se corrid, en una coordenada a la derecha, entonces si tomamos un k
grande, es decir mayor a n, tendremos que las coordenadas que prescriben los cilindros A y T~%(B),
son disjuntas, y como la medida es la producto, se tendra que para cualquier k > n,

WANT (B)) = p(A) - u(B)

Entonces se verifica la mezcla, para una algebra generadora.
Observacion:El caso para el shift de dos direcciones es anédlogo.

P2. Pruebe que una rotacion irracional del circulo no es débilmente mezcladora

Una solucién Basta ver que el producto no es ergddico, para ello definimos la funcién:

fl@y) =z —y

Esta funcion es invariante para la transformacion producto, y no es constante.

P3. EL retorno del toro Sea T un endomorfismo del toro:
T:T" —T"
x — Az(modl)

a) Pruebe que
T es ergbdico <= A no tiene como valor propio una raiz de la unidad

Indicacién: Pruebe que para un punto m € Z", con m # 0 se tiene que la érbita de m a través de A! es
infinita

Una solucién:
Veamos la implicancia de derecha a izquierda Probaremos que para cada f € L?(X,u), invariante

foT = f, se tiene que f es constante, para ello recurriremos a las series de fourier, esto se puede
hacer, pues los caracteres:

en(x) =¥ pneZ™ xeT"

son una base de Hilbert del espacio L?(T9, ), entonces , ocupando esto, para f, se puede escribir
como la suma que converge en L?:

fz) = Z cnen(T)
nezn

Y ademas, se tiene que:

A3 =D lleall® <&
nezm
Por otro lado la expansién de de f(T'z) es:

f(Tx) = Z cnen(Ax)

nezm™
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Calculando _ .
en(Az) _ 627rzn<Am — eZTrzA nT _ €Atn(l‘)

Como se tiene que f = f o T en L2, las expansiones son iguales:
E Cnen(x) = g Cn€atn(T)
nezn nezn

Entonces, como tenemos unicidad de los coeficientes que multiplican a cada caracter e, (z), se tiene
que :
En la suma del lado izquierdo, cuando aparece A(n), el coeficiente que lo acompaiia, es

CAtn

Por otro lado cuando aparece en la suma de la derecha, cuando aparec el caricter de indice At(n),
se tiene que el coeficiente que lo acompana es :

(&
Como se tiene unicidad, se debe tener que para todo n € Z™:
CAtn = Cp
Tratando de usar lo de arriba, concluiremos que:
Vn e Z" n # (0,0,.0) ¢, =0
Para ello, la idea es usar la relacién:
CAty = Cp
Ya que si logramos demostrar que para todo R > 0, existe algin m , tal que
[(AD™n| > R
Se tendria entonces que :
lecanymn| <&

Esto es pues, como la serie es convergente, solo existen finitos términos que son mayores a €, para ver
esto demostraremos la siguiente afirmacion:

Prop 1. Para cada n € Z™, n # 0 se tiene que la orbita:

{(A")™(n) : m € N}
es infinita.
Demostracion. Si la orbita no fuese infinita, seria finita, i.e

{(AN™(n) :n € N} = {y1, ..., yr}
Entonces se tendria que para algun y;, con i € [r], existen infinitos m tal que
(A")™(n) = y;
En particular hay dos distintos, m; > mas, tal que
(A)™ (n) = (A")™(n)

Entonces:

(Afy™ = (n) =
Esto nos dice que 1 es un v.p de

(At)ml—mg

Pero los valores propios de (A?)™1~™2 son potencias de los valores propios de A, esto nos dice que
para un valor propio A de A?, se tiene que A\"**~™2 = 1, es decir hay un valor propio de A? que es raiz
de la unidad, pero esto no puede ocurrir, pues A! tiene los mismos valores propios que A, es decir
llegamos a una contradiccién,luego la érbita debe ser infinita. O]
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Entonces usando la proposicién, se tiene que, para cada n # 0, existe un m > 0, tal que
[(A)™(n)] > R
Esto es pues, solo hay finitos términos en
B(0,R)NZ"
Y si la 6rbita estuviese restringida a B(0, R) N Z™ serfa finita, luego .

|Cn| = |C(At)m(n)| <€

Ahora para la otra implicancia <= : Razonando por contradiccién,, si A tuviese un v.p A que fuese
raiz de la unidad, luego A? tendrian un v.p A que fuese raiz de la unidad, es decir para algun r > 0,
(AY)" tendria al 1 como v.p, ahora usando la indicacién, existirfa un n tal que

(A1) (n) =n

Esto nos dice que la 6rbita {(A")™n},enes finita, por lo tanto es invariante a través de A’, i.e , sila
érbita es :
{n, Aln, ...(A)""In}

Se tiene que :
At{n, A'n,..(A) " n} = {n, A'n, ...(A})""'n}

Entonces construyendo la funcién:
r—1
fF=>"clany-(m)
k=0

Que por lo de arriba es invariante y no constante.

b) Sea (X, u,T) un .s.d.apruebe que el sistema es mezclador si y solo si, para cualquier base de L2(X, i) {f}ien,
se tiene que para f; y fj :

tim [ )T ) = /X fidy /X fidp

n—oo

Una solucién: Una implicancia es directa, para la direccién no trivial, observamos que basta de-
mostrar el resultado para funciones g y h de la forma:

n
g= chfk
k=0

Pues estas funciones son densas en L?(X, i), entonces

considerando
m m
9= ckfu Ah="Y cifi
k1=0 ka=0

Sin perdida de generliadad ambas tiene m terminos (sino se rellenan con 0). Luego

/X s@h(T D) dp =33 emer, /X fon (&) i (T™ (@)l

k1=0 ko=0
Tomando limite con n — oo, se tiene que :

nILH;o g(x)h(T"x)dp = Z Z cklck2/

X

fkld:u’/ gkzdy‘: Z Ckl/ fkld.u Z Ck2/ gk2du
X X X

k1=0 ka=0 X k=0 ka=0
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Y lo de la ultima linea es justamente igual a

/gdu-/ hdp
X X

¢) Pruebe que para un endoformismo del toro se tiene que:
T es ergédico <= T es mezclador
Una solucién:
Como hay una direccién que siempre es cierta, solo hay que probar que ergodicidad implica mezcla,

para ello usemos los dos resultados previos. Entonces el segundo resultado nos dice que para probar
mezcla basta ver que para dos caracteres e, () y en(x), con n, m € Z™, se tiene que:

lm [ en(z)en (T*z)du = /en(x)du/em(m)d,u

k—o0

Para ello, reescribiendo el lado izquierdo usando la transpuesta, se tiene que:

/6n($)6m(Tk$)d,u _ /eQﬂiz.((At)km+n)dM —

[ eat@n- [ entajan

Pero en verdad este numero no puede tomar muchos valores, m = 0, el lado derecho es f en(z)dp, y
si m # 0, el lado derecho es 0, entonces viendo los dos casos.

Esto debiese converger a

= m = 0, en este caso, el lado izquierdo es :
/ 627Tznwdu _
X

= Sim # 0 :, podemos usar el resultado anterior que nos dice que la orbita de un punto no nulo a
través de A? es infinita,para tener que eventualmente (A*)*(m) # —n, el resultado anterior nos
dice solo que la orbita es infinita, pero falta ver que una vez se sale de cierta bola de radio, si
nunca se vuelve a entrar.

Para todo k € N, asi que se tiene:

Es decir , no existen k; , ko, con k; > ko, tal que A¥(m) = A*2(m), pero observemos que
si ocurriese esto , se tendria al igual que en la proposicién anterior que A tiene a una raiz de
la unidad como v.p, pero esto no puede ocurrir, entonces tenemos que efectivamente para k,
grande, siempre se tiene que (At)k # —n, luego para estos k grande,

/627rm((At)km+n) -0

Que es lo que se queria demostrar




